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УДК 517.983

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Х.К. Авад

Белгородский государственный университет,

ул. Победы, 85, Белгород, 308015, Россия

Аннотация. Доказывается разрешимость в банаховом пространстве интегрального урав-
нения, к которому сводится задача Коши для дифференциального уравнения дробного поряд-
ка с переменным оператором.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения дробного порядка, интегральное урав-

нение типа Вольтерра, функция Райта.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения в банаховом простран-
стве E

Dα
τ,tu(t) = A(t)u(t), t ∈ (τ, b], τ ≥ 0 , (1)

lim
t→τ

Dα−1
τ,t u(t) = u0 , (2)

где Dα−1
τ,t u(t) = I1−α

τ,t u(t) =
1

Γ(1 − α)

t
∫

τ

(t− s)−αu(s) ds – левосторонний дробный инте-

грал Римана-Лиувилля порядка 1 − α, 0 < α < 1, 0 ≤ τ ≤ t, Dα
τ,tu(t) =

d

dt
I1−α
τ,t u(t)

– левосторонняя дробная производная Римана-Лиувилля порядка α, A(t) – линейный,
замкнутый оператор.

Условие 1.

a) Линейный оператор A(t) при каждом t ∈ [0, b] имеет плотную в E и независящую
от t область определения D.

b) При любом λ с Re λ ≥ 0 оператор λI−A(t) имеет ограниченный обратный, причем

∥

∥(λI − A(t))−1
∥

∥ ≤ M1

1 + |λ| , M1 > 0. (3)

c) Кроме того, для любых t, τ, s ∈ [0, b] справедливо неравенство

∥

∥(A(t) − A(τ))A−1(s)
∥

∥ ≤M2 |t− τ |γ, M2 > 0, γ ∈ (0, 1]. (4)
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Из условия (3) вытекает (см. [1]), что оператор A(t) при τ ≥ 0 является генератором
сильно непрерывной полугруппы eτA(t) и

∥

∥eτA(t)
∥

∥ ≤M3 e
−δτ , M3 > 0, δ > 0 . (5)

В дальнейшем нами будет использована неотрицательная функция (см. [2], с.357)

fτ,ν(t) =























1

2πi

σ+i∞
∫

σ−i∞

exp (tz − τzν) dz, t > 0,

0, t < 0,

(6)

где σ > 0, τ > 0, 0 < ν < 1 и ветвь функции zν выбрана так, что Re z
ν > 0 при Re z > 0.

Эта ветвь является однозначной функцией на комплексной z-плоскости с разрезом по
отрицательной части вещественной оси. Сходимость интеграла (6) обеспечивается мно-
жителем exp (−τzν).

Заметим также, что функция fτ,ν(t) при t > 0 может быть выражена через функцию
Райта (см. [3], с.54])

fτ,ν(t) = t−1φ
(

−ν, 0;−τt−ν
)

, φ(a, b; z) =
∞
∑

k=0

zk

k! Γ(ak + b)
,

или через более общую функцию типа Райта (см. [4], гл. 1])

fτ,ν(t) = t−1e1, 0
1, ν

(

−τt−ν
)

, eµ,δ
α,β(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(αk + µ) Γ(δ − βk)
, α > max{0; β}, µ, z ∈ C.

(7)
Отметим, что для функции Райта справедливо неравенство (см. [4], лемма 1.2.7)

φ(−ν, 0;−x) ≤ M4 (1 + xn) exp
(

−ρx1/(1−ν)
)

, (8)

n ∈ N , n ≥ 1

1 − ν
, ρ = (1 − ν)νν/(1−ν), x ≥ 0 .

Введем в рассмотрение операторную функцию

Tα(t− τ ;A(τ)) =

∞
∫

0

fξ,α(t− τ) eξA(τ) dξ . (9)

При решении задачи (1), (2) методом Соболевского-Танабе [1] устанавливается, что
ее разрешающий оператор Uα(t, τ) удовлетворяет интегральному уравнению Вольтерра

Uα(t, τ) − Tα(t− τ ;A(τ)) =

t
∫

τ

Uα(t, s) (A(s) − A(τ))Tα(s− τ ;A(τ)) ds . (10)
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При сделанных предположениях на оператор A(t) и u0 ∈ D доказывается, что инте-
гральное уравнение (10) разрешимо, а u(t) = Uα(t, τ)u0 – единственное решение задачи
(1), (2), для которого функция I1−α

τ,t u(t) сильно непрерывно дифференцируема при t > τ .
Прежде чем переходить к решению интегрального уравнения (10), установим сле-

дующую лемму.

Лемма. Пусть выполнено условие 1, тогда для определяемой равенством (9) опера-
торной функции Tα(t− τ ;A(τ)) справедливы оценки

‖Tα(t− τ ;A(τ))‖ ≤ M6(t− τ)α−1 , (11)

‖A(τ)Tα(t− τ ;A(τ))‖ ≤ M7(t− τ)−1 . (12)

� Учитывая оценку (5) и равенство (2.2.31) [4], получим

‖Tα(t− τ ;A(τ))‖ ≤
∞
∫

0

fξ, α(t− τ) ‖eξA(τ)‖ dξ ≤

≤M3

∞
∫

0

fξ,α(t− τ) e−δξ dξ = M3(t− τ)α−1Eα,α (−δ(t− τ)α) ≤M6 (t− τ)α−1 ,

где Eµ,ρ(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(µk + ρ)
– функция типа Миттаг-Леффлера. Неравенство (11) тем

самым установлено, и мы переходим к доказательству неравенства (12).
Используя определение функции fξ,α(t − τ) и ее асимптотику (8), интегрируя по

частям, получим

A(τ)Tα(t− τ ;A(τ)) =

∞
∫

0

fξ,α(t− τ) A(τ) eξA(τ) dξ =

∞
∫

0

fξ,α(t− τ)
d

dξ
eξA(τ) dξ =

= −
∞
∫

0

∂

∂ξ
(fξ,α(t− τ)) eξA(τ) dξ . (13)

Для производной функции типа Райта справедливо представление (см. [2], с. 362)

∂

∂ξ
fξ,α(t− τ) = −1

π

∞
∫

0

exp (((t− τ)r + ξrα) cos θα) sin((t− τ)r − ξrα sin θα) rα dr , (14)

где θα =
π

1 + α
>
π

2
, cos θα < 0.
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Из (13), (14) и (5) после элементарных преобразований будем иметь

‖A(τ)Tα(t− τ ;A(τ))‖ ≤ M3

π

∞
∫

0

exp ((t− τ)r cos θα) rα dr

∞
∫

0

exp (ξrα cos θα − δξ) dξ =

=
M3

π

∞
∫

0

exp ((t− τ)r cos θα)
rα

δ − rα cos θα

dr ≤ M

∞
∫

0

exp ((t− τ)r cos θα) dr =
M7

t− τ
,

и оценка (12), а вместе с нею и лемма также доказаны. �

Считая выполненным условие 1, будем решать методом последовательных прибли-
жений интегральное уравнение (10). Получим

Uα(t, τ) =
∞
∑

k=0

Uα, k(t, τ) , (15)

где

Uα,0(t, τ) = Tα(t− τ ;A(τ)),

Uα,k+1(t, τ) =

t
∫

τ

Uα,k(t, s)(A(s) −A(τ))Tα(s− τ ;A(τ)) ds . (16)

Покажем, что

Uα,k(t, τ) =

t
∫

τ

Tα(t− s;A(s))Φk(s, τ) ds, k = 1, 2, ..., (17)

где Φ1(t, τ) = (A(t) − A(τ))Tα(t− τ ;A(τ)), а

Φk+1(t, τ) =

t
∫

τ

Φk(t, s)Φ1(s, τ) ds . (18)

Действительно, это верно для k = 1. Если это верно для k = n, то, в силу (16),

Uα,n+1(t, τ) =

t
∫

τ

Uα,n(t, s)(A(s) − A(τ))Tα(s− τ ;A(τ)) ds =

=

t
∫

τ





t
∫

s

Tα(t− ξ;A(ξ))Φn(ξ, s) dξ



Φ1(s, τ) ds .
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Поменяв порядок интегрирования и учитывая (18), получим

Uα,n+1(t, τ) =

t
∫

τ

Tα(t− ξ;A(ξ))





ξ
∫

τ

Φn(ξ, s)Φ1(s, τ) ds



 dξ =

=

t
∫

τ

Tα(t− ξ;A(ξ))Φn+1(ξ, τ) dξ .

Следовательно, формула (17) справедлива при любом k. Положим

Φ(t, τ) =
∞
∑

k=1

Φk(t, τ).

Легко видеть, что, в силу (18), этот оператор удовлетворяет уравнению

Φ(t, τ) = Φ1(t, τ) +

t
∫

τ

Φ(t, s)Φ1(s, τ) ds (19)

и

Uα(t, τ) = Tα(t− τ ;A(τ)) +

t
∫

τ

Tα(t− s;A(s))Φ(s, τ) ds . (20)

Пример. Примером оператора A(t), удовлетворяющего условию 1, служит оператор

A(t)u(t, x) =

m
∑

i,j=1

ai,j(t, x)
∂2u(t, x)

∂xi∂xj
+

m
∑

i=1

ai(t, x)
∂u(t, x)

∂xi
+ a(t, x)u(t, x) ,

область определения D которого состоит из всех функций пространства W 2
p (Ω), обра-

щающихся на границе в нуль, E = Lp(Ω), p > 1.
Предположим, что функции ai,j(t, x) непрерывно дифференцируемы по x, а все

функции
∂ai,j(t, x)

∂xm

, ai(t, x), a(t, x) непрерывны по совокупности переменных при t ∈
[0, T ] и x ∈ Ω. Пусть также все функции ai,j(t, x), ai(t, x), a(t, x) удовлетворяют по
t условию Гёльдера с показателем γ > 0 и константой Гёльдера, не зависящей от x.
Кроме того, ai,j(t, x) = aj,i(t, x) и для любых ξ ∈ Rm

−
m
∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ≥ ε

m
∑

i=1

|ξi|2, ε > 0 .

Пусть, наконец, Re a(t, x) ≥ a0 > 0, где a0 – достаточно большая постоянная.
Из перечисленных условий вытекает (см. [1]), что оператор A(t) удовлетворяет усло-

вию 1.
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ON THE SOLVABILITY OF AN INTEGRAL EQUATION
IN THE BANACH SPACE
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Abstract. The solvability of integral equation in Banach space which reduces the Cauchy
problem of fractional order differential equations with variable operator is proved.
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11 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21

УДК 517.987

НЕПРЕРЫВНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ ПЕРКОЛЯЦИИ
БЕРНУЛЛИЕВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ
НА ОДНОРОДНЫХ ДРЕВЕСНЫХ ГРАФАХ

Е.С. Антонова, Ю.П. Вирченко

Белгородский государственный университет,

ул. Победы, 85, Белгород, 308015, Россия, e-mail: antonova_e_s@mail.ru

Аннотация. В работе рассматривается «задача узлов» дискретной теории перколяции на
графах типа однородного дерева Кэли. Изучается вероятность перколяции P(c) однородного
бернуллиевского случайного поля из корневой вершины. Доказано, что при любом индексе
s ∈ {2, 3, 4, ...} ветвления дерева функция P (c) непрерывна.

Ключевые слова: вероятность перколяции, однородное дерево Кэли, бернуллиевское слу-

чайное поле.

1. Введение. Теория перколяции изучает задачи, связанные с понятием связности
случайных множеств (см., например, [1]-[3]). Она подразделяется на два самостоятель-
ных направления – дискретная и непрерывная теории перколяции. Несмотря на важ-
ность теории для приложений, в особенности в физике твёрдого тела, ввиду чрезвычай-
ной сложности возникающих в ней задач, имеется не так уж много точно установленных
математических фактов. Это касается как результатов качественного характера, так и
количественных оценок основных перколяционных характеристик с гарантированной
точностью. Основные математические достижения в теории перколяции относятся к
дискретной её части, которая имеет дело со случайными множествами на бесконечных
графах, которые при заданной структуре смежности исходного графа порождают на
нём случайные подграфы.

В настоящей работе изучается самая простая модель дискретной теории перколяции,
в которой случайное множество индуцируется однородным бернуллиевским случайным
полем и бесконечный граф является однородным деревом с постоянным порядком ветв-
ления. Эта модель является исторически первой перколяционной моделью, возникшей
ещё до появления термина перколяция и формулировки основных понятий теории, а
именно, своим появлением она обязана теории ветвящихся марковских случайных про-
цессов с дискретным временем (см., например, [4]), а именно, теории процесса Гальтона-
Ватсона. Несмотря на это, до сих пор имеется ряд связанных с рассматриваемой мо-
делью невыясненных принципиальных вопросов. Статья носит, скорее, методический
характер и служит введением в проблематику, относящуюся к указанной перколяцион-
ной модели.

2. Перколяция на однородном древесном графе. Будем рассматривать бес-
конечные неориентированные графы 〈V,Φ〉, не содержащие петель, где V – множество
вершин графа и Φ ⊂ V ×V – симметричное подмножество, не содержащее точек диаго-
нали {〈x,x〉;x ∈ V }, которое определяет отношение смежности вершин. В дальнейшем
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вершины графа мы будем обозначать жирными строчными буквами латинского алфа-
вита. Если пара 〈x,y〉 ∈ Φ, то они называются смежными и отношение их смежности
мы будем обозначать xϕy.

Всякую последовательность 〈x,x1,x2, ...〉 конечную или бесконечную, для которой
имеет место xkϕxk+1, k = 0, 1, 2, ..., называется путём на графе 〈V,Φ〉. При этом пер-
вая компонента последовательности называется началом пути. Пути на графе мы бу-
дем обозначать греческой буквой γ. Число компонент этой последовательности γ =
〈x,x1,x2, ...〉 называется длиной пути и мы будем обозначать эту величину посредством
|γ|. В частности, если последовательность бесконечна, то |γ| = ∞. Путь называется
несамопересекающимся, если для любого k ∈ N+ имеет место xk 6= xk+l, l ∈ N, x0 ≡ x.

Определение 1. Граф 〈V,Φ〉 называется однородным деревом с порядком ветвле-
ния s ∈ N\{1}, если множество его вершин V состоит из вершины 0, которая называется
корневой, и множества вершин z, которое координатизируется множеством конечных
последовательностей 〈j1, ..., jn〉, где jk = 1 ÷ s, k = 1 ÷ n для всех n ∈ N. Таким об-
разом, V = {0} ∪ {z : z = 〈j1, ..., jn〉}, n ∈ N. Множество Φ смежности этого графа
определяется следующими отношениями смежности: 0ϕ〈j〉 и

〈j1, ..., jn〉ϕ〈j1, ..., jn, j〉 , j = 1 ÷ s

для любой вершины, определяемой последовательностью 〈j1, ..., jn〉 с jk = 1÷s, k = 1÷n,
n ∈ N.

Определение 2. Случайное поле 〈c̃(x);x∈ V 〉 на графе 〈V,Φ〉 называется однород-
ным бернуллиевским, если все случайные величины c̃(x), x∈ V статистически независи-
мы в совокупности, принимают только два значения {0, 1} и одинаково распределены.

Бернулливское однородное поле полностью определяется значением вероятности
c = Pr{c̃(x)= 1}, которую мы будем называть концентрацией. Бернулливское случай-
ное поле на графе индуцирует случайное множество с пространством погружения V ,
случайные реализации которого определяются формулой C̃ = { x: c̃(x) = 1}. В даль-
нейшем эти реализации мы называем конфигурациями. Каждая случайная конфигу-
рация определяет на графе 〈V,Φ〉 случайный подграф, множеством вершин которого
служит C̃, а отношение смежности индуцируется отношением смежности Φ исходного
графа. При этом пути на исходном графе устанавливают отношение связанности на
любом случайном подграфе. Легко понять, что это отношение связности является от-
ношением эквивалентности. Поэтому каждая случайная конфигурация C̃ разбивается
дизъюнктивным образом на связные компоненты, согласно введеному понятию эквива-
лентности.

Обозначим посредством C̃0 связную компоненту конфигурации, которая содержит
корневую вершину 0. Если 0 6∈ C̃, то положим C̃0 = ∅. Вероятность Pr{|C̃0| = ∞} =
P(c) называется вероятностью перколяции из корневой вершины (здесь и далее символ
| · | обозначает число элементов множества). Если она положительна, то говорят, что из
неё имеется перколяция. Очевидно, что данное определение вероятности перколяции
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эквивалентно следующему

P(c) = Pr{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| = ∞)} .

Далее, посредством γ мы обозначаем пути на C̃, начинающиеся в корневой вершине.
Если путь начинается в другой вершине, то этот факт мы отмечаем соответствующими
индексами. В том случае, когда длина пути γ не меньше, чем n, то будем говорить, что
имеется перколяция на расстояние n от корневой вершины. Обозначим вероятность
этого случайного события посредством Pn(c). Таким образом,

Pn(c) = Pr{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)} .
При этом положим

P0(c) = Pr{C̃0 6= ∅} = c .

Замечание 1. Имеется связь между перколяцией на однородных деревьях и мар-
ковскими ветвящимися случайными процессами с дискретным временем [4]. Наличие
перколяции с точки зрения теории таких процессов означает, что для них реализуется
т.н. надкритический режим.

3. Вероятность перколяции. В этом разделе мы обсудим свойства вероятности
перколяции из корневой вершины однородного дерева, непосредственно вытекающие из
её определения, и покажем как в этом случае она вычисляется.

Обозначим посредством Pn(c) вероятность перколяции из корневой вершины на рас-
стояние n, то есть вероятность того, что на случайной конфигурации C̃ = {x: c̃(x) = 1}
существует путь γ из корневой вершины, имеющий длину не менее, чем n. Она явля-
ется функцией от концентрации Pr{c̃(x) = 1} = c. Таким образом, вероятность Pn(c)
определяется формулой

Pn(c) = Pr{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)} .
Непосредственно из этого определения, замечаем, что верна

Теорема 1. Последовательность функций 〈Pn(c);n ∈ N+〉 такова, что при каждом
c ∈ [0, 1] числовая последовательность 〈Pn(c);n ∈ N〉 является невозрастающей и суще-
ствует предел lim

n→∞
Pn(c) .

� Очевидно, что имеет место включение случайных событий

{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n+ 1)} ⊂ {∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)} .

Поэтому для вероятностей этих событий выполняется неравенство, утверждаемое в
формулировке теоремы,

Pn+1(c) = Pr{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n+ 1)} 6 Pr{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)} = Pn(c) .

Так как Pn(c) > 0 для любого c ∈ [0, 1], то для всех значений c невозрастающие число-
вые последовательности 〈Pn(c);n ∈ N〉 ограничены снизу, что приводит к утверждению
теоремы. �
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Следствием этой теоремы является связь между вероятностью перколяции P(c) и
вероятностями Pn(c), n ∈ N+.

Теорема 2. Имеет место
P(c) = lim

n→∞
Pn(c) . (1)

� Формула (1) доказывается использованием свойства непрерывности вероятности
относительно теоретико-множественного предельного перехода,

lim
n→∞

Pr
{

∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)
}

= Pr
(

lim
n→∞

{∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| > n)}
)

=

= Pr
{

∃(γ ⊂ C̃0 : |γ| = ∞)
}

= P(c) . �

Определение 3. Число
c∗ = inf{c : P(c) > 0}

называется порогом перколяции однородного бернуллиевского поля на графе 〈V,Φ〉.
Введём вероятности Qn(c) = 1−Pn(c) того, что на конфигурации C̃ = {x: c̃(x) = 1}

все пути γ из корневой вершины графа имеют длину менее n,

Qn(c) = Pr{∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n)} . (2)

Теорема 3. В каждой точке c ∈ [0, 1] последовательность функций 〈Qn(c);n ∈ N+〉
не убывает и имеет предел, равный Q(c) = 1 − P(c).

� Первая часть утверждения следует из связи Qn(c) = 1− Pn(c) значений функций
Qn и Pn и из монотонного невозрастания последовательности 〈Pn(c);n ∈ N+〉 при каж-
дом c ∈ [0, 1]. Монотонно неубывающая числовая последовательность 〈Qn(c);n ∈ N+〉,
c ∈ [0, 1] всегда имеет предел. На основании (1) это предельное значение Q(c) равно

Q(c) = lim
n→∞

Qn(c) = lim
n→∞

(1 − Pn(c)) = 1 − lim
n→∞

Pn(c) = 1 − P(c) . � (3)

Свойство невозрастания каждой из функций Qn(c), n ∈ N+ приводит к тому, что
справедлива

Теорема 4. Функция Q(c) не возрастающая (P(c) не убывающая) на [0, 1].

� Сформулированное утверждение следует из того, что все функции Qn(c), n ∈
N+ невозрастающие по c, и поточечный предел последовательности 〈Qn(c);n ∈ N+〉
является невозрастающей функцией. �

Особенностью перколяции на древесных графах является то, что совокупность ве-
роятностей Qn(c), n ∈ N+ или совокупность вероятностей Pn(c), n ∈ N+ удовлетворяют
соответствующему разностному уравнению, на основе которого они могут быть вычис-
лены, последовательно переходя от значения n к (n+ 1).
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Теорема 5. Если однородное дерево имеет порядок ветвления равный s ∈ {2, 3, 4, ...},
вероятности Qn(c), n ∈ N+ связаны уравнением

Qn+1(c) = 1 − c+ cQs
n(c) . (4)

� Воспользуемся дизъюнктивным разложением

{∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} = {C̃0 = ∅} ∪ {C̃0 6= ∅, ∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} .

Второе событие в этом разложении запишем в следующей форме

{C̃0 6= ∅, ∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} =

= {C̃0 6= ∅, ∀(γ1 ⊂ C̃0 : |γ1| < n), ..., ∀(γs ⊂ C̃0 : |γs| < n)} =

=
s
⋂

j=1

{C̃0 6= ∅, ∀(γj ⊂ C̃0 : |γj| < n)} ,

где γj – пути, начинающиеся соответственно в вершинах 〈j〉, j = 1÷ s и несодержащие
корневую вершину. События

{C̃0 6= ∅, ∀(γj ⊂ C̃0 : |γj| < n)} , j = 1 ÷ s

условно независимы относительно условия {C̃0 6= ∅}. Это следует из того, что компо-
нента C̃0 случайной конфигурации представляется в виде дизъюнктивного объединения
путей γj, j = 1 ÷ s и одноточечного множества {0}. Тогда

Pr{C̃0 6= ∅, ∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} =

=

(

s
∏

j=1

Pr{C̃0 6= ∅, ∀(γj ⊂ C̃0 : |γj| < n)|C̃0 6= ∅}
)

Pr{C̃0 6= ∅} .

Так как Pr{C̃0 6= ∅} = c и все условные вероятности Pr{C̃0 6= ∅, ∀(γj ⊂ C̃0 : |γj| <
n)|C̃0 6= ∅}, j = 1 ÷ s совпадают, ввиду однородности дерева, и равны безусловной
вероятности Pr{∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n)}, то мы получаем

Pr{C̃0 6= ∅, ∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} = Qs
n(c) .

Учитывая, кроме того, что Pr{C̃0 = ∅} = 1 − c, находим

Pr{C̃0 6= ∅, ∀(γ ⊂ C̃0 : |γ| < n+ 1)} = 1 − c+ cQs
n(c) . �

Следствие 1. Вероятности Pn(c), n ∈ N+ подчинены уравнению

Pn+1(c) = c (1 − (1 − Pn(c))s) .
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На основе уравнения (4) вероятности Qn(c) вычисляются однозначным образом на
при использования "начального" условия Q0(c) = 1 − c.

Теорема 6. Все функции Qn(c), n ∈ N+ – убывающие.
� Из уравнения (4) имеем

Q′
n+1(c) = Qs

n(c) − 1 + scQs−1
n (c)Q′

n(c) (5)

и, кроме того, Q′
0(c) = −1 < 0. Так как Qs

n(c) 6 1, то индукцией по n ∈ N+, использую-
щей соотношение (5) в качестве индукционного шага получаем утверждение теоремы.
�

Из рекуррентного соотношения (4) сразу следует

Теорема 7. Вероятность Q(c) является решением уравнения

Q(c) = 1 − c+ cQs(c) , (6)

которое подчинено неравенствам 0 6 Q(c) 6 1. Точно также вероятность P(c) является
решением уравнения

P(c) = c (1 − (1 − P(c))s) , 0 6 P(c) 6 1 .

� Доказательство получается переходом к пределу n → ∞ в (4) с использованием
(3). Уравнение для вероятности P(c) получается из (6) заменой Q(c) = 1 − P(c). �

4. Основная теорема. На основании следующего утверждения будет дан ответ на
вопрос о поведении вероятности Q(c), как функции от концентрации c.

Лемма. Пусть значения каждой из совокупности функций {hs(·, c) : [0, 1] 7→ R; c ∈
[0, 1], s ∈ {2, 3, ...}} определяются формулой

hs(z, c) = czs − z + 1 − c , z ∈ [0, 1] . (7)

Тогда уравнение
hs(z, c) = 0 (8)

имеет:
1) единственный корень z = 1 при условии cs 6 1;
2) два корня {1, z∗(c)}, z∗(c) < 1 при условии cs > 1.

� Функция hs(z, c) выпукла по z, и поэтому уравнение (2) имеет не более двух
корней. При любых значениях c ∈ [0, 1] это уравнение имеет корень z = 1, hs(1, c) = 0.

Так как hs(0, c) = 1−c > 0, то для того чтобы существовал на интервале (0, 1) един-
ственный корень, необходимо и достаточно чтобы минимум функции hs(·, c) достигался
на (0, 1) и был отрицателен.

Точкой минимума функции hs(·, c) является zm = (sc)−1/(s−1). Из этого выражения
видно, что zm ∈ (0, 1) тогда и только тогда, когда cs > 1. Таким образом, при cs 6 1
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функция hs(·, c) не имеет минимума на (0, 1), и поэтому hs(z, c) > 0, z ∈ (0, 1), что
доказывает утверждение 1) леммы.

Пусть cs > 1. Тогда

hs(zm, c) = c−1/(s−1)
(

s−s/(s−1) − s−1/(s−1)
)

+ 1 − c =

= c−1/(s−1)
[

c1/(s−1)(1 − c) − s−1/(s−1)(1 − s−1)
]

. (9)

Определим значения функции g : R 7→ R формулой g(y) = y(1 − ys−1). Эта функция
достигает максимума на [0, 1] в точке s−1/(s−1). Следовательно, полагая y = c1/(s−1),
имеем g

(

c1/(s−1)
)

< g
(

s−1/(s−1)
)

при c 6= 1/s или, что эквивалентно,

c1/(s−1)(1 − c) < s−1/(s−1)(1 − s−1) .

Поэтому из выражения (9) следует, что hs(zm, c) < 0. Это означает, что в рассматрива-
емом случае существует единственный корень z∗(c) уравнения (8) на интервале (0, 1).

Так как hs(0, c) > 0, то из утверждения 2) леммы следует, что необходимым и
достаточным условием для выполнимости неравенства hs(z, c) > 0 является условие
z < z∗(c). �

Следующая теорема выявляет строение функции Q(c), которая является решением
уравнения (6). При её доказательстве, казалось бы, естественно было использовать тео-
рему о неявной функции. Однако, оказывается, гораздо проще воспользоваться огра-
ничением, которое возникает вследствие утверждения доказанной леммы, благодаря
предельному соотношению (3) и разностному уравнением (4).

Теорема 8. Функция Q(c) (P(c)) определяется следующими формулами:
1) Q(c) ≡ 1 (P(c) ≡ 0) при c 6 s−1;
2) Q(c) = z∗(c) (P(c) = 1 − z∗(c)) при c > s−1.

� Утверждение 1) тривиально, так как решение уравнения (6) единственно и равно
1 при c 6 s−1.

Ввиду того, что при каждом c ∈ [0, 1] выполняется Qn+1(c) > Qn(c), используя (4),
получаем неравенство

cQs
n − Qn(c) + 1 − c > 0 ,

то есть hs(Qn(c), c) > 0, что эквивалентно неравенству (см. емма 3) Qn(c) 6 z∗(c) < 1.
Переходя к пределу n→ ∞ в этом неравенстве, на основании (2), имеем Q(c) 6 z∗(c) <
1. С другой стороны, так как при каждом c ∈ [0, 1] функция Q(c) может быть равна
только либо z∗(c), либо 1, то Q(c) = z∗(c). �

Заметим, что при доказательстве теоремы не было использовано a priori свойство
непрерывности функции Q(c), которое само нуждается в отдельном доказательстве (см.
Следствие 3).

Следствие 2. Точка c = s−1 является порогом перколяции случайного однородного
бернуллиевского поля на однородном древесном графе с порядком ветвления s.

Следствие 3. Функция Q(c) вещественно-аналитична на (1/s, 1) и непрерывна в
точке c = 1/s.
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� Функция Q(c) является вещественно-аналитической на (1/s, 1), так как она в этом
случае определяется как ветвь аналитической функции, являющейся решением урав-
нения hs(z, c) = 0, коэффициенты которого аналитическим образом зависят от c.

Функция Q(c) непрерывна при c ∈ [0, 1], так как она непрерывна на [0, 1/s) и (1/s, 1].
Кроме того, z∗(c) → 1 при c → 1/s+ 0, так как в этом случае zm → z∗(c) и hs(zm, c) →
0. �

Непрерывность функции в Q(c) в точке c = 1/s, где у неё имеется особенность,
с физической точки зрения означает, что в этой точке происходит фазовый переход
второго рода.

Следствие 4. При c > 1/s функция Q(c) подчинена неравенству

scQ
s−1(c) < 1 . (10)

� Так как функция Q(c) – вещественно-аналитическая при c > 1/s, то |Q′(c)| < ∞
при этих значениях c, и поэтому из уравнения (6) следует

Q′(c)
(

1 − scQs−1(c)
)

= Qs(c) − 1 . (11)

Это указывает на то, что 1 6= scQs−1(c). С другой стороны, при Q(1) = 0, то есть
неравенство (10) выполняется в точке c = 1. Поэтому, по непрерывности, ввиду необра-
щаемости в нуль функции (1−scQs−1(c)) на (1/s, 1], получаем, что (10), действительно,
имеет место на этом полуинтервале. �

Замечание 2. Неравенство (10) можно доказать непосредственно. Так как функция
hs(·, c) выпукла, то есть ∂hs(z, c)/∂z монотонно возрастает по z ∈ R, имеем неравенство

∂hs(z, c)

∂z
>

(

∂hs(z, c)

∂z

)

z=z∗(c)

(12)

при z > z∗(c). Положим z = zm. Так как в точке z = zm реализуется отрицатель-
ный минимум, а в точке z∗(c) происходит пересечение нулевого уровня слева от точки
минимальности, то zm > z∗(c), и поэтому неравенство (12) выполняется. Заметив, что

(

∂hs(z, c)

∂z

)

z=zm

= szs−1
m − 1 = 0 ,

получим из (16) неравенство sczs−1
∗ (c) − 1 < 0, эквивалентное (10).

Теорема 9. При c > 1/s производная Q′(c) определяется формулой

Q
′(c) =

Qs(c) − 1

1 − csQs−1(c)
(13)

и строго отрицательна, то есть Q(c) монотонно убывает.
� Отрицательность следует из того Q(c) < 1 при c > 1/s и неравенства (10). �
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Замечание 3. Монотонное убывание функции Q(c) следует также из монотонно-
го убывания каждой из функций Qn(c), n ∈ N+ и предельного соотношения (3), так
как предел последовательности монотонно убывающих функций является монотонно
невозрастающей функцией.

Следствие 5. Имеет место формула

lim
c→1/s+0

Q′(c) = − 2s

s− 1
. (14)

� Так как

lim
c→1/s+0

Ql(c) − 1

Q(c) − 1
= l , l ∈ N ,

то, используя значение этого предела при l = s, s− 1,

A ≡ lim
c→1/s+0

Q′(c) = lim
c→1/s+0

Qs(c) − 1

1 − scQs−1(c)
= s lim

c→1/s+0

Q(c) − 1

1 − scQs−1(c)
=

=
s

lim
c→1/s+0

1 − cs

Q(c) − 1
− s+ 1

.

Предел, стоящий в знаменателе последнего выражения, на основе правила Лопиталя,
сводится к

lim
c→1/s+0

1 − sc

Q(c) − 1
= − s

s/A+ (s− 1)
.

Отсюда следует уравнение (A 6= 0)

1 = − s

s + (s− 1)A
,

решение которого даёт формулу (14). �

Конечность правой производной функции Q(c) в точке 1/s, с физической точки зре-
ния, означает, что возникновение новой фазы в точке фазового перехода происходит без
появления "критического режима", что является нетипичным в статистической физике.

Теорема 10. При c > 1/s производная Q′′(c) равна

Q′′(c) =
sQs−2(c)(1 − Q(c))

(1 − scQs−1(c))3
Hs(c) , (15)

где значения функции Hs : [1/s, 1] 7→ R определяются формулой

Hs(c) = 2sc+ (s− 1)Q(c) − (s+ 1) .

Она строго положительна, то есть Q(c) выпукла.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21 20

� Дифференцируя согласно формуле (13), получаем

Q′′(c) =
sQs−2(c)

(1 − scQs−1(c))2
×

×
[

Q′(c)
(

c(s− 1)(Qs(c) − 1) + Q(c)(1 − scQs−1(c))
)

+ Q(c)(Qs(c) − 1)
]

=

=
sQs−2(c)(1 − Q(c))

(1 − scQs−1(c))3

[

c(s− 1)(1 − Qs(c)) − 2Q(c)(1 − scQs−1(c))
]

=

=
sQs−2(c)(1 − Q(c))

(1 − scQs−1(c))3
[2sc+ (s− 1)Q(c) − (s+ 1)] ,

где мы воспользовались уравнением (6) для преобразования выражения в квадратных
скобках. Таким образом, получаем формулу (15). Тогда

H ′
s(c) = (s− 1)Q′(c) + 2s , H ′′

s (c) = (s− 1)Q′′(c) . (16)

Так как Q(1) = 0, Q′(1) = −1, то Hs(1) = H ′
s(1) = (s + 1) и, проинтегрировав (16),

получаем интегральное представление для функции Hs,

Hs(c) = (s+ 1)(2 − c) + (s− 1)

1
∫

c

dξ

1
∫

ξ

Q′′(η)dη . (17)

Пусть c′ и c′′ точки, ближайшие к 1 слева от неё, в которых соответственно Hs(c) и
Q′′(c) обращаются в нуль. Тогда из (17) следует, что c′ < c′′, и поэтому на интервале
(c′, c′′) выполняется Q′′(c) < 0. С другой стороны, из (15) следует, что это невозможно.
Таким образом, Hs(c) > 0 и Q′′(c) > 0 одновременно на полуинтервале (1/s, 1]. �

Пример. Рассмотрим отдельно случай s = 2. Последовательность 〈Qn(c);n ∈ N+〉
определяется разностным уравнением (см. (4))

Qn+1(c) = 1 − c+ cQ2
n(c)

и начальным условием Q0(c) = 1 − c. На основе этого рекуррентного соотношения,
индукцией по n ∈ N+, устанавливается неравенство Qn(c) < (2c)−1. А именно, так как
Q0(c) = 1− c < (2c)−1, ввиду c(1− c) 6 1/4 при c ∈ [0, 1], используя индукционный шаг,
находим

Qn+1(c) 6 1 − c+ (4c)−1 6 (2c)−1 .

Так как при каждом фиксированном c ∈ (0, 1) функция Qn(c) стремится к вероятности
Q(c), то Q(c) 6 (2c)−1.

Таким образом, из двух решений

Q±(c) =
1

2c
(1 ±

√

1/4 − c(1 − c) ) =
1

2c
(1 ± |1 − 2c|) ,
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{Q+(c) = 1,Q−(c) = (1 − c)/c} уравнения (6) с s = 2,

Q(c) = 1 − c+ cQ2(c) ,

при c > 1/2 нужно выбрать то, которое подчинено неравенству Q(c) < (2c)−1 при c >
1/2. Этим свойством обладает только решение Q−(c) = c−1(1−c). То же самое следует из
условия неубывания последовательности 〈Qn(c);n ∈ N+〉. Неравенство Qn+1(c) > Qn(c)
даёт

cQ2
n(c) − Qn(c) + 1 − c > 0 .

Это неравенство может быть удовлетворено только при Qn(c) 6 Q−(c), либо Qn(c) >

Q+(c) = 1. Второе невозможно, так как Qn(1) = 0.
Непосредственное вычисление

Q′(c) = −1/c2 , Q′(1/2 + 0) = −4 , Q′′(c) = 2/c3

указывает на то, что Q(c) монотонно убывает и выпукла на [1/2, 1].

5. Заключение. В статье математически корректно доказаны основные свойства
вероятности перколяции P(c), как функции от концентрации c, для однородного бернул-
лиевского случайного поля (или, в другой терминологии, в задаче узлов) на однородных
бесконечных древесных графах. Единственной нерешённой проблемой для графов ука-
занного типа остаётся доказательство того факта, что функции Pn(c) для любого n ∈ N

имеют ровно одну точку перегиба на (0, 1), то есть уравнения P′′
n(c) = 0, n ∈ N имеют

при каждом n ∈ N на (0, 1) ровно одно решение. Этот факт усматривается в компью-
терных экспериментах при значениях n, меньших 10, однако, общее доказательство его
правильности отсутствует.

Все доказательства в этой работе построены на рекуррентном соотношении (4) для
вероятностей Qn(c). Его наличие тесно связано с тем, что граф имеет древесную струк-
туру. Для более сложных графов, в которых имеются циклы, соотношения, подобные
(4), отсутствуют. Поэтому доказательства общих качественных свойств вероятности
перколяции таких, как непрерывность, наличие одной точки c∗, в которой P(c) не яв-
ляется аналитической, вогнутость P(c) при c > c∗ в настоящее время отсутствуют.
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CONTINUITY OF BERNOULLI RANDOM FIELD
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Abstract. The cite problem for arbitrary infinite graphs Λ(V,Φ) in discrete percolation theory is

considered. Graphs under consideration are so-called uniform Caley trees. The percolation probability

P(c) of the uniform Bernoulli random field from the root vertex is studied. It is proved that the

function P(c) is continuous at any branching index s ∈ {2, 3, 4, ...} of the tree.
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Аннотация. Анализируется зависимость характеристик излучения, возникающего при
прохождении через кристалл быстрых электронов, в зависимости от качества внутренней
структуры образца. Обсуждаются способы измерения мозаичности кристаллов, размеров мик-
роблоков и посторонних включений по характеристикам регистрируемого излучения.

Ключевые слова: быстрый электрон, кристалл, мозаичность, выход излучения, канали-

рование, микроструктура, микроблок, эксперимент.

1. Введение

Наличие упорядоченности расположения атомов в конденсированном веществе при-
водит к появлению ориентационных и интерференционных эффектов в выходе вторич-
ных процессов, возникающих при прохождении через него быстрых заряженных частиц.
К ним, в частности, относятся процессы рассеяния, ионизационных потерь энергии ча-
стиц, выхода ядерных реакций, процессы генерации излучения и ряд других. Наличие
связи между внутренней структурой мишени и выходом вторичных процессов позволя-
ет ставить вопрос об анализе внутренней структуры мишени по результатам измерений.
Например, по выходу рассеянных назад каналированных ионов можно судить о распо-
ложении примесей в кристаллической решётке, а по спектрам излучения при каналиро-
вании быстрых электронов можно уточнять форму потенциала, плотность электронов,
амплитуду тепловых колебаний атомов решетки и тому подобное, см., например, [1,2]
и цитируемую там литературу.

В этом же ряду стоит и задача анализа качества внутренней структуры кристалли-
ческих образцов, то есть определения наличия в них посторонних включений и блоков
мозаичности, распределения микроблоков по углу разориентации относительно основ-
ного направления и размерам по характеристикам жесткого электромагнитного излу-
чения, генерируемого при прохождении через них быстрых электронов. К достоинствам
этого подхода можно отнести высокую проникающую способность такого излучения и
наглядность интерпретации.

В наиболее отчетливой форме эти преимущества реализуются в случае анализа мик-
роструктуры образцов большой толщины, где использование традиционных методов
рентгеноструктурного анализа и фотонов с энергией 8-20 кэВ не в состоянии обеспечить
контроль качества внутренней структуры. Использование более жёсткого излучения,
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например, фотонов с энергией ω=412 кэВ от распада 198Au [3] может дать информа-
цию о величине характерного угла мозаичности и распределении блоков мозаики по
углу разориентации, но не в состоянии определить однородность их расположения по
глубине образца.

Наиболее сложной задачей является определение характерных размеров блоков, от
чего часто зависит возможность использования таких кристаллов в прикладных целях.
Прямое измерение размеров микроблоков с помощью пучков рентгеновского излучения
представляет собой сложную экспериментальную задачу и может быть использовано
только для анализа поверхностных слоёв, см. например, [4]. Методы электронной мик-
роскопии позволяют решать эту задачу применительно к тонким поликристаллическим
и кристаллическим образцам, если углы разориентации соседних блоков и их размеры
больше расходимости и линейных размеров электронного пучка [5]. Если получить тон-
кие кристаллические мишени без нарушения структуры невозможно, как, например, в
случае пластичных металлических кристаллов, использование электронной микроско-
пии не может дать требуемой информации.

При использовании быстрых электронов варьируя механизм генерации излучения,
изменением угла разориентации кристаллографических осей и плоскостей относительно
направления электронного пучка, угол наблюдения и энергию регистрируемых фото-
нов можно получить более качественную информацию о микроструктуре кристаллов
большой толщины, чем при применении рентгеновского излучения с фиксированной
длиной волны или методами электронной микроскопии. Поэтому задача оценки каче-
ства внутренней структуры монокристаллов с помощью излучения, генерируемого при
прохождении через них быстрых электронов, и достижимых в этом случае параметров
в зависимости от энергии используемых частиц, является важной и актуальной.

2. Экспериментальная аппаратура и методика измерений

Большая часть анализируемых методик оценки внутренней микроструктуры кри-
сталлов апробирована на томском синхротроне и микротроне НИИЯФ МГУ или ос-
нована на результатах проведенных там исследований [6-9], поэтому принципиальная
схема расположения экспериментальной аппаратуры и используемые методики во мно-
гом близки к изложенным в цитируемых работах. В настоящий момент в России уже
практически нет электронных ускорителей с энергией больше 100 МэВ, на которых про-
водятся исследования взаимодействия быстрых частиц с твердотельными мишенями,
поэтому ограничимся энергиями ускоренных частиц 50-100 МэВ. Схема расположения
экспериментальной аппаратуры для ориентации кристалла, измерения характеристик
регистрируемого излучения с целью оценки качества микроструктуры кристаллов при-
ведена на рисунке 1. Электронный пучок падает на исследуемый кристалл (Кр), уста-
новленный в гониометре с шагом вращения ∼0.1 мрад, и отворачивается поворотным
магнитом (М).

Для ориентации кристалла относительно направления электронного пучка и исполь-
зуется эффект излучения при осевом и плоскостном каналировании [10], приводящий к
существенному увеличению интенсивности излучения в низкоэнергетичной части спек-
тра при движении электронов под малыми углами относительно основных кристалло-
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Рис. 1. Схема расположения экспериментальной аппаратуры.

Кр – исследуемый кристалл; М – поворотный магнит; ПГ – кристалл пиролитическо-

го графита; ИК – ионизационная камера; NaI – NaI(Tl) спектрометры; Ме – металлическая

пластинка; Р – рассеиватель; Q – квантометр; D – дозиметр.

графических направлений. Регистрация совпадения направления движения электронов
с осью или плоскостью кристалла (режим осевого или плоскостного каналирования)
осуществляется по выходу характеристического рентгеновского излучения из тонкой
металлической пластины (Ме) по методике работы [6] или комптоновских фотонов,
рассеянных в конверторе (Р), по методике работы [11]. Обе мишени устанавливаются
на пучке γ-излучения из кристалла и могут перемещаться поперек направления фо-
тонного пучка для измерения углового распределения мягкой компоненты излучения.
Регистрация рассеянного излучения осуществляется с помощью детекторов NaI(Tl), ко-
торые могут быть включены как в счётном [11], так и в токовом режиме [6]. Для этих
же целей может использоваться тонкостенная ионизационная камера (ИК) [7].

Для выделения излучения в узком спектральном диапазоне и измерения низконер-
гетичной части спектра в присутствии высокоэнергетичных фотонов, распространя-
ющихся в том же направлении, используется кристалл-дифракционный спектрометр
на основе мозаичного кристалла пиролитического графита (ПГ), который так же мо-
жет перемещаться в плоскости перпендикулярной направлению электронного пучка
для измерения углового распределения излучения [8,9]. Регистрация дифрагированно-
го излучения осуществляется детекторами NaI(Tl) различной толщины, включенными
в счётном или токовом режиме в зависимости от решаемой задачи. Контроль режи-
ма ускорителя и нормировка получаемых экспериментальных данных осуществляется
с помощью детектора интегральной интенсивности излучения в роли которого могут
выступать квантометр (Q) или дозиметр (D). Для этой же цели используется датчик
тока, имеющийся на каждом работающем ускорителе.

3. Экспериментальные методики оценок микроструктуры кристаллов

Как и в случае традиционного рентгеноструктурного анализа наиболее простой за-
дачей является определение наличия мозаичности и оценка её характерного угла σm.
Исследования ориентационных зависимостей (ОЗ) выхода фотонов когерентного тор-
мозного излучения и излучения при каналировании электронов с энергией 890 МэВ
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в мозаичном кристалле пиролитического графита (σm ∼ 3.3 мрад) [12] показали, что
наличие мозаичности приводит к уширению ОЗ выхода излучения при каналировании

∆Θmoz ∼
√

∆Θ2
per + 4σ2

m, где ∆Θper и ∆Θmoz ширины ОЗ для совершенного и мозаич-
ного кристаллов.

Вместе с уширением ОЗ каналированного излучения в мозаичных кристаллах на-
блюдалось подавление выхода жестких фотонов и интегральной интенсивности колли-
мированного излучения из-за эффекта "квазипреломления" электронного пучка потен-
циалом плоскости кристалла [13] при совпадении направлений электронного пучка и
усредненного направления плоскостей мозаичного кристалла. Для ϑc ≈ γ−1, где γ−1-
характерный угол излучения, величина подавления была ∼30%. Для угла коллимации
излучения ϑc ≫ γ−1 подавление интегральной интенсивности отсутствовало. Подавле-
ние выхода фотонов с энергией 800 МэВ наблюдалось и при пересечении плоскости
(110) мозаичного кристалла вольфрама в эксперименте [14]. Эффект становится замет-
ным когда величина σm сопоставима с γ−1, что для энергий электронов Ee ∼50-100 МэВ
ограничивает возможности этого способа оценки величины мозаичности кристалла зна-
чениями σm ∼ 2 мрад и более.

Более информативные результаты и большую точность можно получить при нали-
чии внутри кристалла моноблока, развернутого на некоторый угол относительно на-
правления плоскостей основного объема кристалла. На рис. 2 приведена ориентацион-
ная зависимость выхода рассеянных фотонов из составной мишени, состоящей из двух
кристаллов кремния толщиной 0.35 мм и ориентацией <110> [15]. Энергия электронов
900 МэВ, угол коллимации излучения ϑc=0.6 мрад.

Рис. 2. Ориентационная зависимость выхода каналированного излучения

из составной кремниевой мишени для Ee=900 МэВ и ϑc=0.6 мрад [15]

Как видно из рисунка, плоскости, принадлежащие каждому из кристаллов, уверен-
но разделяются. При изменении угла разориентации расстояния между плоскостями
разных кристаллов меняются неодинаково, что позволило в эксперименте [15] сориенти-
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ровать вдоль направления электронного пучка ось каждого из кристаллов. С помощью
таких же измерений можно оценить размеры и положение моноблока, расположенного
внутри кристаллической мишени и развернутого относительно остальной части кри-
сталла, если его размеры достаточно велики (∼ 10-20% от полной толщины мишени).

Известно, см., например, [1], что быстрая частица может быть захвачена в режим
каналирования как при влёте в кристалл, так и внутри него вследствие многократного
рассеяния в объёме мишени. В этом случае принято говорить о реканалировании или
объёмном захвате в режим каналирования. В случае положительных заряженных ча-
стиц этот эффект уже давно используется для вывода части "гало" пучка из ускорителя
для проведения тестовых измерений и очистки пучка. Этот же эффект наблюдается и
для быстрых электронов. На рис. 3а приведены результаты исследования зависимости
выхода излучения при плоскостном (110) каналировании электронов с энергией 900
МэВ в кристалле алмаза толщиной 10 мм от угла наблюдения [7] (•, плавные кривые
проведены для удобства восприятия).

Измерения проведены с помощью тонкостенной прутковой ионизационной камеры.
Угловой захват камеры ∆θh=0.6 мрад, ∆θv=28 мрад, в горизонтальной и вертикаль-
ной плоскости, соответственно. Ось камеры была параллельна плоскости (110) с точ-
ностью не хуже, чем 1-2 градуса. Угол разориентации оси <100> был ∼ 40 мрад, то
есть исследовалось только излучение при плоскостном каналировании. Из рисунков 3а
и 3б видно, что при изменении угла наблюдения положение максимума ОЗ изменяется
по линейному закону Θ = θh, то есть он наблюдается когда плоскость направлена на
детектор. Здесь Θ – положение максимума в ОЗ, а θh – угол расположения камеры,
отсчитываемый от направления электронного пучка, падающего на кристалл.

Амплитуда максимума в ОЗ пропорциональна числу электронов, рассеянных на угол
θh ±∆θh/2 и генерирующих фотоны посредством механизмов излучения при каналиро-
вании и так называемого надбарьерного излучения [16]. На рис. 3в (кривая) приведены
результаты расчёта вероятности для электрона иметь заданный горизонтальный угол
внутри кристалла вследствие многократного рассеяния. В расчёте предполагалась, что
многократное рассеяние электронов в кристалле не отличается от рассеяния в аморф-
ной (поликристаллической) мишени с такой же плотностью и толщиной и описывается
теорией Мольера [17]. Точками показаны экспериментальные амплитуды максимумов в
ОЗ на рис. 3а. Из-за относительного характера измерений экспериментальные данные и
результаты расчета совмещены с помощью масштабного множителя. Как показано в [7]
такая же информация может быть получена и из угловых распределений, измеряемых
путем перемещения камеры перпендикулярно направлению пучка электронов.

Как видно из рис. 3в, для всех углов наблюдения, кроме нулевого, эксперименталь-
ные данные и результаты расчёта практически совпадают. Отличие для нулевого угла
наблюдения обусловлены тем, что в этом случае вклад в регистрируемый выход излу-
чения дают не только электроны, рассеянные в заданный телесный угол внутри кри-
сталла и генерирующие изучение при каналировании и надбарьерное излучение (◦), но
и частицы, захваченные в режим каналирования при влете в кристалл.

Хорошее согласие результатов измерений с расчётом, полученное в эксперименте [7],
в совокупности с возможностью уверенного выделения блока достаточно больших раз-
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Рис. 3. Зависимость выхода излучения при плоскостном (110) каналировании электронов

в кристалле алмаза от угла наблюдения [7]

меров по характеристикам детектируемого излучения, продемонстрированной в экспе-
рименте [15], позволяют ставить вопрос о регистрации блоков, расположенных внутри
кристалла. На рис. 4а приведена возможная схема реализации такого эксперимента.
Мягкая компонента излучения регистрируется двумя детекторами. Один из них (Д1)
регистрирует излучение, испущенное вдоль направления электронного пучка, и служит
для отсчета углов разориентации плоскости относительно направления электронного
пучка. Второй (Д2) используется для регистрации излучения, обусловленного объём-
ным захватом электронов в режим плоскостного каналирования в глубине кристалла,
и может перемещаться в плоскости, перпендикулярной направлению пучка электронов.

На рис. 4б приведены результаты расчёта ориентационных зависимостей выхода
излучения, регистрируемого детектором Д2, для такой постановки эксперимента при
наличии внутри кристалла вольфрама толщиной 1 мм блока толщиной 0.2 мм, раз-
вернутого относительно остальной части кристалла на угол 2 мрад. Глубина залегания
блока 0.6 мм. Энергия электронов 900 МэВ. Угловой захват детектора Д2 в горизонталь-
ной плоскости равен 0.6 мрад как и в эксперименте [7], а в вертикальном направлении
не ничем ограничен. Методика расчёта совпадает с использованной в цитируемой рабо-
те. Зависимость 1 – ОЗ для нулевого угла расположения детектора Д2 и совершенного
кристалла. Зависимости 2-7 соответствуют следующим углам расположения детектора
Д2 для составного кристалла: 2 – 0 мрад; 3 – 4 мрад; 4 – 10 мрад; 5 – 20 мрад, 6 –
30 мрад и 7 – 40 мрад.

На рис. 4б приведены зависимости только когерентной компоненты излучения чув-
ствительной к ориентации кристалла. Основным механизмом, создающим фоновую под-
ложку, является тормозное излучение. В мишенях большой толщины угловое распреде-
ление результирующего излучения определяется многократным рассеянием электронов
как и вероятность захвата в режим плоскостного каналирования, поэтому отношение
пик/подложка слабо зависит от угла наблюдения (см. рис. 3а).

Из рисунка видно, что наличие моноблока такого размера приводит к появлению до-
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Рис. 4. Схема эксперимента и расчетные ориентационные зависимости выхода излучения при

плоскостном (100) каналировании электронов в кристалле вольфрама, содержащем моноблок

толщиной 0.2 мм, для нескольких углов наблюдения

полнительного пика, отстоящего от пика для основной части кристалла на угол разори-
ентации этого моноблока. Для нулевого угла наблюдения амплитуда дополнительного
пика существенно меньше, чем амплитуда основного пика. С увеличением угла наблю-
дения соотношение между амплитудами меняется. Для угла расположения детектора
Д2 ∼ 20 мрад пик, обусловленный наличием моноблока внутри кристалла, больше, чем
пик, связанный с излучением электронов в остальной части кристалла. При дальней-
шем увеличении угла наблюдения, что соответствует большим толщинам, амплитуда
дополнительного пика опять становится меньше, чем основного пика.

Амплитуда дополнительного пика зависит от размеров блока, глубины его залега-
ния и угла наблюдения, поэтому такие измерения позволяют определить наличие мо-
ноблока, оценить его положение в кристалле и размеры. Расчёт выполнен для энергии
электронов 900 МэВ. Уменьшение энергии электронов до 50-100 МэВ приведет к уве-
личению многократного рассеяния и более плавному уменьшению амплитуд основного
и дополнительного пиков с ростом угла наблюдения. В связи с уменьшением энергии
фотонов излучения при каналировании и интенсивности когерентного излучения с из-
менением энергии электронов потребуется детектор чувствительный к рентгеновской
компоненте спектра ∼ 30-100 кэВ. При выполнении этого условия описанная методика
работоспособна и для этих энергий электронов.

В связи с уменьшением энергии электронов увеличатся характерный угол излучения
и ширина ориентационных зависимостей, поэтому для сохранения чувствительности
метода будет необходимо более широко использовать методы компьютерной обработки
результатов измерений. Как известно, при наличии достаточной статистики положение
максимума любого распределения можно определить с точностью существенно лучшей,
чем ширина канала. Для увеличения относительного вклада дополнительного пика и
улучшения чувствительности метода можно будет вводить ограничение по вертикаль-
ному углу захвата детектора. Методика позволяет определить и наличие посторонних
включений, например, области аморфизации внутри кристалла. В этом случае зависи-
мость амплитуды или площади пика в ОЗ от угла наблюдения уже не будет соответство-
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вать расчётной. По области углов, где наблюдается отклонение результатов измерений
от предсказаний расчёта можно сделать вывод о глубине и ширине этого включения.

Для проверки отсутствия взаимной разориентации блоков на противоположных по-
верхностях кристаллической мишени можно воспользоваться эффектом осевого кана-
лирования и зависимостью сечения поглощения от энергии фотонов. В эксперименте [8]
с помощью кристалл-дифракционного спектрометра на основе мозаичного кристалла
пиролитического графита показано, что максимум в ОЗ выхода рентгеновских фотонов
фиксированной энергии, генерируемых электронами с энергией 500 МэВ в кристалле
кремния толщиной 0.35 мм наблюдается при направлении оси кристалла на детектор.
Амплитуда максимума, как и в случае плоскостного каналирования, определяется про-
цессом многократного рассеяния электронов в кристалле и зависит от угла наблюдения.

Схема эксперимента по контролю взаимной разориентации моноблоков на противо-
положных гранях кристалла практически совпадает с приведенной на рис. 4б. Детектор
Д1 установлен на оси электронного пучка и регистрирует жесткое излучение, возник-
шее за счет эффекта осевого каналирования на входной грани мишени. По мере про-
хождения электронного пучка через кристалл, его угловое распределение расплывает-
ся, поэтому вклад излучения, обусловленного объёмным захватом электронов в режим
осевого каналирования и зависящий от внутренней структуры кристалла, в показания
этого детектора достаточно мал. В качестве такого детектора может быть использован
любой детектор, показанный на рис. 1.

В качестве детектора Д2 используется кристалл-дифракционный спектрометр, на-
строенный на энергию фотонов 15-20 кэВ или ниже в зависимости от вещества и тол-
щины исследуемого кристалла. В этом случае все регистрируемое излучение рождается
около выходной грани и несёт информацию только структуре мишени в этой области.
Если между противоположными гранями кристалла есть угол взаимной разориента-
ции, то положение максимума в ОЗ выхода рентгеновского излучения, регистрируе-
мого детектором Д2, не будет совпадать с углом наблюдения. Для энергии электро-
нов 50-100 МэВ характерная энергия фотонов излучения при осевом каналировании
100-300 кэВ, поэтому предлагаемый способ работоспособен и для этих энергий частиц.
Ожидаемая точность способа порядка 1 мрад или несколько лучше, поскольку в экспе-
рименте измеряются распределения по углам разориентации.

Наиболее привлекательной и интересной представляется возможность оценки сред-
них размеров блоков в мозаичных кристаллах по характеристикам регистрируемого
рентгеновского излучения. На рис. 5а приведены ориентационные зависимости выхода
рентгеновского излучения с энергиями 67 кэВ и 96 кэВ, полученные в эксперименте
[9] по поиску и исследованию параметрического рентгеновского излучения под малы-
ми углами к скорости частицы в кристалле вольфрама, или, как его иногда называют,
ПРИ вперед. Энергия электронов 500 МэВ. Измерения выполнены с помощью кристалл-
дифракционных спектрометров на основе мозаичных кристаллов пиролитического гра-
фита и тонких NaI(Tl) детекторов. Разрешение спектрометров ∆ω/ω ∼ 0.5-1% опре-
делялось размерами кристаллов графита, энергией регистрируемых фотонов и углом
коллимации дифрагированного излучения. Характеристики экспериментальной аппа-
ратуры и методика измерений приведены в работах [8,9].
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Положение минимумов в ОЗ соответствовало кинематическим условиям дифракции
для фотонов, направленных вдоль оси экспериментальной установки, с погрешностью
не хуже процента. Например, для ω=67 кэВ расчётные положения минимумов для
отражений (101̄), (011̄) и (112̄) – 46.6 мрад, 49.9 мрад и 72.2 мрад. Тогда как измеренные
значения – 46.3 мрад, 49.5 мрад и 71.9 мрад. Другими словами, наличие провалов в
ОЗ выхода жёстких фотонов обусловлено дифракцией тормозного излучения внутри
кристалла. Глубина минимумов менялась от 15-18% для ω= 67 кэВ, до ∼10% для ω=
96 кэВ. Типичное значение полной ширины минимума ∆Θ ∼ 1.5 - 2.5 мрад.

Рис. 5. Ориентационные зависимости выхода рентгеновского излучения из кристалла

вольфрама толщиной 0.41 мм: 1 – ω=96 кэВ; 2 – ω=67 кэВ

На рис. 5б приведены расчётные ориентационные зависимости выхода рентгенов-
ского излучения в направлении прямо-вперед для условий эксперимента [9] с учётом
эффективности спектрометров и вклада переходного излучения с выходной грани кри-
сталла для диапазона углов разориентации кристалла 30-100 мрад и энергий фотонов
ω=96 кэВ и ω=67 кэВ, соответственно зависимости 1-2. Методика приближенного уче-
та вклада дифракционного подавления выхода излучения в совершенных кристаллах
приведена в [18].

Из рисунка видно, что глубина провалов в расчётных ориентационных зависимо-
стях для плоскостей типа (110) и энергий фотонов 67 кэВ и 96 кэВ, соответственно
∼2.5% и ∼1.5% почти в пять раз меньше экспериментальных ∼ 15% и ∼ 10%. Ширина
расчётных зависимостей примерно в 1.5-2 раза меньше экспериментальных. Положение
уверенно проявляющихся провалов хорошо согласуется с расчётом в том числе и для бо-
лее слабых отражающих плоскостей (112) и (220). Как и для более сильных плоскостей,
глубина экспериментальных провалов для них в 5-7 раз больше, чем расчётных.

Известно, что мозаичные кристаллы лучше отражают рентгеновское излучение, чем
совершенные [19], что может объяснить наличие относительно глубоких провалов в из-
меренных ориентационных зависимостях. С другой стороны, в анализируемом экспери-
менте впервые наблюдался динамический эффект в излучении быстрых электронов в
кристаллах, что по умолчанию предполагает совершенство структуры кристалла. Вы-
ходом из сложившейся дилеммы является учёт того факта, что в мозаичных кристаллах
так же могут проявляться динамические эффекты в отражении рентгеновского излу-



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21 32

чения [19]. Для этого необходимо, что бы размер блоков с совершенной структурой был
больше длины первичной экстинкции (для наших условий ∼ 2-3 µм).

При выполнении условия и lex < l < la, где l - длина блока, а lex и la длины пер-
вичной экстинкции и поглощения фотонов, эффективность отражения рентгеновских
лучей мозаичным кристаллом больше, чем у совершенного кристалла [19], что и наблю-
далось в эксперименте [9]. В качестве подтверждения этого вывода следует отметить
наличие поверхностной мозаичности σm ≈ 0.2 мрад у этого кристалла. Стандартные
методы рентгеноструктурного анализа не в состоянии определить качество внутренней
структуры образцов такой толщины и состава. Поэтому можно только предполагать,
что и внутренняя часть кристалла обладает примерно такой же мозаичностью.

Наличие отдельных микроблоков, развернутых на небольшой угол Θ > ∆θ относи-
тельно среднего направления, увеличивает вероятность отражения фотонов с энерги-
ей, на которую настроен спектрометр, что приводит к увеличению глубины провала и
его ширины. В первом приближении можно считать, что наличие мозаичности приво-
дит к эффективному увеличению ширины столика Дарвина [19] с ∆θ ∼0.03 мрад до
∆θeff ≈ ∆θ + 2σm ∼ 0.5 мрад, что эквивалентно уширению спектра дифрагированного
излучения ∆ω с 40-70 эВ до ∼ 0.4 - 1.2 кэВ в зависимости от энергии регистрируемо-
го излучения. Эта величина сопоставима с энергетическим разрешением спектрометра,
поэтому ширина провалов в экспериментальных ОЗ выхода излучения в 1.5-2 раза боль-
ше, чем в расчётных.

В качестве оценки величины вклада эффекта дифракционных потерь в выход ре-
гистрируемого излучения можно взять отношение длины поглощения к средней длине
микроблока. Исходя из соотношения глубин экспериментальных и расчётных провалов
для энергий фотонов ω=67 кэВ (∼ 5.4) и значения длины поглощения фотонов с этой
энергией la ≈ 183 µм средний размер блоков в использованном в этом эксперименте
кристалле вольфрама ∼ 30 µм. Примерно такие же значения среднего размера бло-
ков получаются и из сопоставления результатов измерений и расчётов и для энергии
фотонов 96 кэВ.

Поскольку измеренное значение поверхностной мозаичности σm ≈ 0.2 мрад сопоста-
вимо с шириной столика Дарвина ∆θ ∼0.03 мрад, должен наблюдаться эффект переот-
ражения дифрагированного излучения, приводящий к уменьшению глубины провала.
Поэтому реальное число блоков, обусловившее экспериментально зарегистрированное
подавление выхода тормозного излучения, больше, а средняя длина блоков, соответ-
ственно, меньше. Об этом, в частности, свидетельствует тот факт, что для слабых
плоскостей (112) и (220), для которых вероятность переотражения существенно меньше,
отношение глубин провалов в экспериментальных и расчетных зависимостях увеличи-
вается до ∼8-10, что соответствует длине блока ∼20 µм.

Такие исследования можно проводить и на ускорителях средних энергий (E0 ∼ 30-
50 МэВ). Их преимуществом перед ускорителями на большие энергии является отсут-
ствие других механизмов излучения. Это позволяет использовать и меньшие энергии
фотонов, что позволит более точно определять размеры микроблоков. В эксперименте
[9] в области энергий фотонов 40 кэВ вместо провала наблюдался пик, обусловленный
механизмом ПРИ вперед. Не исключено, что и в измерениях для ω=67 кэВ тоже на-



33 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21

блюдался вклад этого механизма излучения, поэтому глубина провала, обусловленного
эффекта дифракционных потерь излучения, на самом деле больше, а средний размер
блоков, соответственно, меньше. Основные требования – наличие гониометра с шагом
вращения не более 0.1 мрад и достаточно больших баз, что бы можно было реализовать
методику выделения излучения с фиксированной энергией с разрешением ∆ω/ω ≤0.5%
с помощью кристалл-дифракционного спектрометра на основе совершенного или моза-
ичного кристалла. Последнее, по-видимому, даже предпочтительнее, поскольку позво-
ляет получить лучшее соотношение сигнал/фон при почти одинаковом энергетическом
разрешении.

Одним из преимуществ предлагаемого подхода перед традиционными состоит в том,
что этот метод работоспособен для толщин кристаллов, намного превышающих длину
поглощения фотонов характеристического рентгеновского излучения материалов анода
рентгеновских трубок, используемых в рентгеноструктурном анализе. С его помощью
можно увидеть взаимную разориентацию блоков в объемном образце на угол ∼ 10−5 и
меньше, что практически не возможно сделать с помощью традиционных методов [5].

Заключение

Результаты проведенного анализа способов оценки внутренней микроструктуры кри-
сталлов большой толщины по характеристиками излучения электронов с энергией 50-
100 МэВ в таких образцах кратко можно сформулировать следующим образом:
1) Использование излучения быстрых электронов в кристаллах позволяет определить
наличие мозаичности исследуемого образца и сделать оценку её характерного угла σm.
2) Измерение угловых распределений или ориентационных зависимостей выхода мяг-
кой компоненты когерентного излучения быстрых электронов в кристаллах позволяет
определить наличие в них развернутых моноблоков, посторонних включений и взаим-
ного разворота плоскостей на входной и выходной гранях.
3) Измерение дифракционного подавления выхода рентгеновского излучения с фикси-
рованной энергией быстрых электронов в мозаичных кристаллах и его сопоставления с
расчётным или измеренным для совершенного кристалла позволяет определить харак-
терные размеры микроблоков в таких кристаллах.
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CHARACTERISTICS ESTIMATE OF THE LARGE THICKNESS
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Abstract. Characteristics of the irradiation emitted by the transmission of fast electrons through

the crystal is analyzed. They depend on the internal structure quality. Measuring methods of the

crystal mosaicity, microblock sizes and external inclusions by means of characteristics of detected

radiation are discussed.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИЙ
С НЕИЗВЕСТНЫМИ ГРАНИЦАМИ

Э.Н. Береславский, Л.А. Александрова, Е.В. Пестерев

Государственный университет гражданской авиации,

Санкт-Петербург, 197349, Россия, e-mail: eduber@mail.ru

Аннотация. В рамках теории двумерной стационарной фильтрации несжимаемой жидко-
сти по закону Дарси в однородном изотропном грунте исследуются некоторые фильтрацион-
ные течения под гидротехническим сооружением с участками постоянной скорости обтекания
и под шпунтом Жуковского через орошаемый почвенный слой с нижележащим сильнопрони-
цаемым напорным горизонтом. Решение соответствующих многопараметрических смешанных
краевых задач теории аналитических функций осуществляется с помощью метода конформ-
ных отображений областей специального вида. Приводятся результаты численных расчетов и
дается подробный гидродинамический анализ влияния определяющих физических параметров
моделей на картину течений.

Ключевые слова: фильтрация, грунтовые воды, плотина, шпунт, область комплексной

скорости, конформные отображения.

1. Введение

В работе [1] изучались две математические модели течений под заглубленной пло-
тиной и под шпунтом Жуковского. В первой задаче рассматривалось моделирование
плавного подземного контура гидротехнического сооружения. При этом определялось
очертание подстилающего водопроницаемое основание криволинейного водоупора, ха-
рактеризуемого постоянством скорости обтекания. В настоящей статье исследуется слу-
чай, когда водоупор с подобными свойствами имеет более сложную конфигурацию и
состоит из горизонтального и двух криволинейных участков. Следует отметить, что
введение подобных криволинейных участков позволяет избежать рассмотрения нере-
альных полубесконечных и бесконечных областей, что особенно важно при разработке
приближенных и численных методов (конечных элементов, граничных интегральных
уравнений и т. п.). Во второй задаче [1] исследовалось течение при обтекании шпунта
Жуковского через орошаемый почвенный слой в нижележащий хорошо проницаемый
горизонтальный слой, не содержащий напорных грунтовых вод (фильтрация без напо-
ра или так называемая свободная фильтрация), левая полубесконечная часть кровли
которого моделировалась непроницаемым включением (твёрдая порода, водоупор). В
настоящей работе рассматривается наиболее часто встречающийся в теории фильтра-
ции и мелиорации случай, когда нижележащий сильнопроницаемый пласт содержит
напорные грунтовые воды (так называемая фильтрация с подпором).

Для изучения этих моделей формулируются и с помощью конформных отображений
областей специального вида решаются смешанные краевые задачи теории аналитиче-
ских функций. Дается конструктивное решение задач, получены точные аналитические
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представления для характерных размеров схем течения. Приводятся результаты чис-
ленных расчетов и дается гидродинамический анализ влияния основных физических
параметров моделей на размеры областей движения. Отмечаются предельные случаи,
связанные с отсутствием горизонтального участка водоупора в первой схеме и подпора
в нижележащем сильнопроницаемом слое во второй, исследованные ранее в [1].

2. Моделирование подземного контура гидротехнического сооружения
с участками постоянной скорости обтекания

2.1. Постановка задачи и ее решение. Рассматривается плоская установившаяся
фильтрация (по закону Дарси с известным коэффициентом фильтрации κ = const)
несжимаемой жидкости в однородном и изотропном грунте под водонепроницаемым
подземным контуром заглубленной плотины ABCC1B1A1 (рис. 1).

 y 
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Рис. 1. Подземный контур заглубленной
прямоугольной плотины, рассчитанный при H = 2,
v0 = 1, T = 1.934, Q = 1.14, ∆l = 0.308 и ∆d = 0.295

Область течения ограничена снизу водоупором G1G, состоящим из двух криволи-
нейных участков G1F1 и GF , а также, в отличие от рассмотренного ранее случая [1],
горизонтального участка F1EF ; на них, как и на участках подземного контура гидро-
сооружения BC и B1C1, величина скорости обтекания постоянна.

Если ввести комплексный потенциал движения ω = ϕ + iψ (рис. 2) и комплексную
координату z = x + iy, отнесенные соответственно к κH и H , где H – действующий
на сооружение напор, то задача состоит в определении положения кривых BC, B1C1,
G1F1 и GF при следующих краевых условиях:

A1G1 : y = 0, ϕ = −0.5H ; A1B1 : x = −l, ψ = Q;
C1DC : y = −d, ψ = Q; AB : x = l, ψ = Q;
AG : y = 0, ϕ = 0.5H ; G1F1, FG : ψ = 0;

B1C1, BC : |w| = v0; G1F1, FG : |w| = u0;
F1EF : y = −T , ψ = 0 ,

(1)
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Рис. 2. Область комплексного потенциала течения ω

таким образом, чтобы скорость фильтрации вдоль криволинейных участков подзем-
ного контура плотины BC и B1C1, а также горизонтального FEF1 и криволинейных
участков G1F1 и GF водоупора имела постоянные значения v0 (заданное) и u0 (искомое)
соответственно (0 ≤ u0 < v0).

Обратимся к области комплексной скорости w, которая изображена на рис. 3,а. Эта
область, содержащая прямые углы и разрезы, принадлежит классу многоугольников в
полярных сетках [4], и отличается от таковой для случая, рассмотренного в [1], лишь
горизонтальным разрезом F1EF вдоль вещественной полуоси плоскости w, что поз-
воляет воспользоваться принципом симметрии Римана-Шварца, который приводит к
существенному сокращению неизвестных констант конформного отображения.

 а  б 

 G  F 

 D 

 C 

 b 

 a 

 0.5ρ 
 A 

 B 

 0  0.5 

v 

 τ 

u 

 c 

 E 

 B1 

 A1 

 G1 

 B 

 A 

 G 

 0 

 w 

 D  E 

 C 

 C1 

|w|=v0 

|w|=u0 

 F1 

 F 

Рис. 3. Области: а) комплексной скорости w;
б ) вспомогательной параметрической переменной τ

Поэтому, так же как в [1], принимая в качестве канонической области прямоугольник
(рис. 3,б ) и, учитывая полную симметрию на плоскостях z, ω и w, ограничимся рас-
смотрением области движения ABCDEF и соответствующих ей одноименных областей
на плоскостях ω и w. Тогда, принимая во внимание совпадение области комплексной
скорости с таковой для случая [1], имеем

w(τ) = v0 exp(τ − 0.5)πi , (2)
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откуда определяется физический параметр u0 = v0 exp(−0.5πρ).
Конформное отображение прямоугольника вспомогательной переменной τ на об-

ласть комплексного потенциала ω дается формулой

ω =
0.5

K(k)
F

[

arcsin
λ

n

√

1 − n2sn2(2Kτ, k)

1 − λ2sn2(2Kτ, k)
, m

]

. (3)

В этой формуле F (ϕ,m) – эллиптический интеграл первого рода при модуле

m = k[(1 − k′ 2α2β2)(1 − k′ 2γ2)/(1 − k′ 2β2)(1 − k′ 2α2γ2)]1/2 ,

λ = (1 − k′ 2β2)1/2 , n = (1 − k′ 2γ2)1/2 ,

α = sn(2Ka, k′) , β = sn(2Kb, k′) , γ = sn(2Kc, k′) .

При этом должно выполняться условие

ρ(m) =
K ′(m)

K(m)
=

2Q

H
, (4)

связывающее физические параметры Q и H , которое служит для определения модуля
k.

Принимая во внимание соотношения (2), (3) и w = dω/dz, и поступая аналогично
[1], придем к зависимостям

dω

dτ
= −Mf(τ)

∆(τ)
;
dz

dτ
= −Mf(τ) exp((0.5 − τ)πi)

ν0∆(τ)
;

f(τ) = sn(2Kτ, k)cn(2Kτ, k)dn(2Kτ, k);

∆(τ) = ([1 − λ2sn2(2Kτ, k)][1 − n2sn2(2Kτ, k)] ·

· [α2 + (1 − α2)sn2(2Kτ, k)])1/2,

(5)

где M > 0 – масштабная постоянная моделирования. Запись представлений (5) для раз-
ных участков границы области τ с последующим интегрированием по всему контуру
вспомогательной области приводит к следующим выражениям для основных геометри-
ческих и фильтрационных характеристик

M

v0

0.5
∫

0

XBCdt = ∆l;
M

v0

0.5
∫

0

YBCdt = ∆d;
M

u0

0.5
∫

0

YFGdt = T ;

M





0.5ρ
∫

0

ΦEFdt+

0.5
∫

0

ΦFGdt



 = 0.5H,

(6)
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для координат точек подземного контура гидросооружения BC

xBC(t) = l − M

v0

t
∫

0

XBCdt ;

yBC(t) = −d1 −
M

v0

t
∫

0

YBCdt ; 0 ≤ t ≤ 0.5 ,

(7)

для координат точек криволинейной части водоупора FG

xFG(t) = L− M

u0

t
∫

0

XFGdt ;

yGF (t) = −M
u0

t
∫

0

YFGdt ; 0 ≤ t ≤ 0.5 .

(8)

Здесь ∆l = l − l1, ∆d = d − d1, XBC , YBC , ΦEF , ΦFG, XFG, YFG – выражения правых
частей (5) на соответствующих участках контура плоскости τ .

Полагая в уравнениях (6) и (7) t = 0.5, находим искомые размеры подземного кон-
тура плотины и криволинейного водоупора

l1 = xBC(0.5); d1 = yBC(0.5) ;

l2 =
M

v0

0.5ρ
∫

0

ΦAG exp(πt)dt ; l3 = L− xFG(0.5) .
(9)

В прямой физической постановке параметры конформного отображения α, β, γ, мо-
дуль k и масштабная постоянная моделирования M являются искомыми и для их опре-
деления служат величины ∆l, ∆d, H и T , выражаемые уравнениями (6). Численным
путем определяется монотонность функций, входящих в левые части этих уравнений
и таким образом устанавливается ее однозначная разрешимость относительно искомых
констант.

При этом постоянная моделирования M предварительно исключается из всех урав-
нений посредством четвертого выражения системы (6), фиксирующего величину H = 1.

Предельные случаи. Остановимся прежде всего на случае, когда точки F1, E и F
в плоскости течения сливаются, т. е. когда горизонтальный непроницаемый участок
отсутствует и на всем своем протяжении водоупор оказывается криволинейным [1]. В
этом случае в плоскости τ параметр γ = 0.5ρ и решение вытекает из формул (4)-(9),
если в них положить γ = 1.

Другой предельный случай получается, когда водоупор на всем своем протяжении
горизонтальный [2,3]. Тогда в плоскости движения z точки G и F , а также, G1 и F1
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сливаются на бесконечности, а прямоугольник плоскости τ вырождается в полуполосу.
Решение для этого случая вытекает из формул (4)–(9), если в них положить модуль
k = 0, при этом выражения для H и T удается проинтегрировать в явном виде:

H =
2MK(k)

π
√

(1 − α2β2)(1 − γ2)
;

T =
M

v0

√

(1 − α2)(1 − β2)(1 − γ2)
;

k =

√

(1 − α2β2)(1 − γ2)

(1 − α2γ2)(1 − β2)
.

(10)

Последние формулы совпадают с известными ([3], c.191, формулы (7.17) и (7.18)) с
точностью до обозначений.

2.2. Анализ численных результатов. Результаты расчетов влияния определяю-
щих физических параметров v0, H , Q, T , ∆l и ∆d на размеры l1, d1(а следовательно,
l и d), l2 и l3 приведены в табл. 1-3. В каждом из блоков таблиц один из указанных
параметров варьируется в допустимом диапазоне, а значения остальных фиксируются:
v0 = 1, H = 2, Q = 1.14, T = 1.934, ∆l = 0.308 и ∆d = 0.295. На рис. 4, I представлены
зависимости d1 и l1 от параметра T , на рис. 4, II – зависимости l2 и l3 от параметра Q.
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Рис. 4. Зависимости величин l1, d1 от T (I), l2, l3 от Q (II)

Анализ данных таблицы и графиков позволяет сделать следующие выводы.

Таблица 1

Результаты расчетов величин l1, d1, l2 и l3

при варьировании значений v и H0

v l1 d1 l2 l3 H0 l1 d1 l2 l3
0.85 0.838 0.375 2.038 1.835 0.12 0.085 0.076 2.646 0.900
0.10 0.397 0.161 1.640 1.051 0.16 0.273 0.186 2.228 1.160
0.12 0.359 0.118 1.026 1.018 0.18 0.395 0.230 2.072 1.288
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Таблица 2

Результаты расчетов величин l1, d1, l2 и l3

при варьировании значений Q и T

Q l1 d1 l2 l3 T l1 d1 l2 l3
1.4 0.571 0.226 2.426 2.014 1.1 0.710 0.055 1.265 1.543
1.8 0.597 0.200 3.192 2.846 1.7 0.598 0.202 1.795 1.626
2.0 0.601 0.195 3.579 3.245 1.9 0.553 0.246 0.020 1.668

Таблица 3

Результаты расчетов величин l1, d1, l2 и l3
при варьировании значений ∆l и ∆d

∆l l1 d1 l2 l3 ∆d l1 d1 l2 l3
0.30 0.298 0.290 2.233 1.509 0.25 0.340 0.588 2.135 1.519
0.44 0.088 0.676 2.174 1.331 0.35 0.721 0.066 1.949 1.600
0.50 0.000 0.735 2.173 1.254 0.40 0.757 0.000 1.928 1.618

Уменьшение скорости обтекания и увеличение действующего на сооружение напора
приводят к росту всех размеров плотины, а также величины горизонтального участка
водоупора. Из табл. 1 следует, что изменение скорости в 1.4 раза увеличивает ширину l1
и толщину d1 соответственно на 133 и 218%. При этом наиболее существенное влияние
на ширину гидросооружения и ее глубину оказывает действующий напор: из второго
раздела табл. 1 видно, что при возрастании параметра H на 50% величины l1 и d1

изменяются в 4.6 и 3 раза соответственно.
Из данных первого раздела табл. 2 следует, что влияние фильтрационного расхода

почти не сказывается на размерах плотины. В то же время, заметна тенденция к ро-
сту ширины сооружения l1 при увеличении фильтрационного расхода Q и уменьшении
мощности пласта T (второй раздел табл. 2), а также к росту глубины d1, напротив, при
уменьшении параметра Q и увеличении T (рис. 4, I ). Обращает на себя внимание, что
наряду с параметром H мощность пласта также сильно влияет на глубину d1, изменяя
последнюю в 4.6 раза.

Разделы табл. 3, относящиеся к параметрам ∆l и ∆d, отражают следующую законо-
мерность: увеличению разности ∆l (∆d) сопутствует убывание (рост) ширины плотины
l и рост (убывание) ее глубины d. Так, с изменением ∆l на 47% ширина l1 уменьшается
в 3.4 раза, глубина d1 увеличивается в 2.3 раза, а при изменении ∆d на 40% ширина
l1 увеличивается в те же 2.3 раза, в то время как глубина d1 убывает уже в 8.8 раза.
Последняя строка табл.3 соответствует случаям обтекания шпунта (зуба), когда l1 = 0,
l = ∆l, и флютбета с горизонтальной вставкой, где d1 = 0, d = ∆d ([3], с. 196-200).

Особый интерес представляет характер выхода воды в нижнем бьефе l2 и размеры
горизонтального участка водоупора l3. Согласно данным табл. 2 и рис. 4, II с ростом
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параметров Q и T ширина l2 увеличивается, а с ростом v0,H , ∆d и ∆l уменьшается. При
этом значения l2 и l3 могут быть весьма значительными: при Q = 2 имеем l2/l = 3.9,
l3/l = 3.6, l2/d = 7.3, l3/d = 6.6.

3. Моделирование обтекания шпунта Жуковского
через орошаемый почвенный слой с нижележащим

сильнопроницаемым напорным горизонтом

3.1. Постановка задачи и её решение. Рассматриваемый далее случай схема-
тично представлен на рис. 5.
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Рис. 5. Схема течения жидкости под шпунтом

Исследуется течение жидкости под шпунтом Жуковского через орошаемый (с рав-
номерной интенсивностью инфильтрации ε, 0 < ε < 1) почвенный слой мощности T
в нижележащий хорошо проницаемый водоносный горизонт, напор в котором имеет
постоянное значение H0. При этом левая полубесконечная часть кровли пласта BC мо-
делируется непроницаемым включением (водоупором, твёрдой породой и т.п.). Шпунт
AGF обтекается грунтовой водой под влиянием разности напоров в верхнем бьефе и
нижнем сильнопроницаемом слое грунта, за шпунтом вода поднимается на некоторую
высоту GF и образует свободную поверхность DF . Однако, в отличие от [1] здесь ко-
ренным образом меняется характер течения: наличие подпора со стороны вод нижеле-
жащего горизонта вносит в фильтрационную схему дополнительную граничную точку
– точку перегиба E свободной поверхности DF . Это обстоятельство значительно ослож-
няет решение соответствующей краевой задачи, увеличивающей общее число неизвест-
ных параметров конформного отображения. В рассматриваемом случае задача состоит
в определении положения кривой депрессии DF при следующих краевых условиях:

AB : y = 0, ϕ = −H ; BC : y = −T, ψ = 0 ;
DEF : ϕ = −y +H0 − T , ψ = εx+Q ;
AGF : x = 0, ψ = Q ; CD : y = −T, ϕ = 0 .

(11)
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Q – фильтрационный расход. Нахождение высоты поднятия воды за шпунтом GF , т.е.
величины d, а также расположение абсциссы точки C, т.е. величины L представляют
известный практический интерес. Действующий напорH , расход Q, глубина почвенного
слоя T , длина шпунта S, а также скорость обтекания на его конце VG (0 < VG < ε)
наряду с напором H0 и ε считаются заданными.

Область комплексной скорости w, которая соответствует краевым условиям (11) и
представлена на рис. 6,а, имеет прямые углы и круговой разрез и, стало быть, принад-
лежит классу круговых многоугольников в полярных сетках [4].
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Рис. 6. Области: а) комплексной скорости w;
б ) вспомогательной параметрической переменной τ

Поэтому вновь принимая в качестве вспомогательной параметрической переменной
прямоугольник плоскости τ (рис. 6, б ) и применяя разработанную [5-8] методику по-
строения отображающих функций для подобных многоугольников, найдем

w(τ) =
√
εi
ϑ2(τ + iλ) − ϑ2(τ − iλ)

ϑ2(τ + iλ) + ϑ2(τ − iλ)
; λ =

arth
√
ε

π
, (12)

где ϑ2(τ) – вторая тета-функция с параметром q = exp(−πρ), однозначно связанным с
модулем k [9].

Используя метод П.Я. Полубариновой-Кочиной [3], который основан на примене-
нии аналитической теории линейных дифференциальных уравнений [10], и принимая
во внимание соотношения w = dω/dz и (12), решение краевой задачи (11) получим в
следующем параметрическом виде:

dω

dτ
=

√
εiM

ϑ2(τ + iλ) − ϑ2(τ − iλ)

ϑ1(τ)dn(2Kτ, k)∆(τ)
;

dz

dτ
= M

ϑ2(τ + iλ) + ϑ2(τ − iλ)

ϑ1(τ)dn(2Kτ, k)∆(τ)
;

∆(τ) =
√

χ2
1sn

2(2Kτ, k) + χ2 .

(13)

Здесь χ1 = (1 − χ2)1/2, χ = sn(2Ka, τ), a – ордината точки A в плоскости τ .
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В рассматриваемом случае неизвестные константы конформного отображения χ
(или a), g (ордината точки G в плоскости τ), модуль k и масштабная постоянная моде-
лирования M определяются в результате решения такой системы уравнений:

√
εw(gi)) = VG; M

0.5
∫

a

YAG dt = S; M
√
ε

0.5
∫

0

ΦBC dt = H ;

a
∫

0

ΦAF dt+ k

0.5
∫

0

ΦDF dt−
0.5
∫

0

ΦBC dt = 0 ,

(14)

после чего вычисляются координаты точек свободной поверхности xDF (t) и yDF (t), 0 ≤
t ≤ 0.5. Полагая в этих уравнениях t = 0.5, находим исходные размеры

d = T −H0 −M
√
ε

0.5
∫

0

ΦDF dt; Q = M
√
ε

a
∫

0

ΨAB dt ;

L = M

∣

∣

∣

∣

∣

∣

lim
δ→0





0.5−δ
∫

0

XDF dt−
0.5ρ−δ
∫

0

XCD dt





∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

(15)

где YAG, ΨAB, ΦBC , ΦDF , XDF и XCD – выражения правых частей (13) на соответству-
ющих участках контура области τ .

3.2. Анализ численных результатов. Выделен небольшой диапазон изменения
физических параметров модели.

На рис. 7 изображены кривые депрессии, координаты которых рассчитываются по
формулам (15) при базовых значениях: VG = 0.35, ε = 0.4, T = 7, S = 5.8 и значениях
H = 3, H0 = 1 (нижняя кривая) и H = 1, H0 = 3 (верхняя кривая).
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Рис. 7. Фрагмент картины течения в окрестности
точки перегиба E кривой депрессии при VG = 0.35,

ε = 0.4, T = 7, S = 5.8 и H = 3, H0 = 1 и H = 1, H0 = 3
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Результаты расчетов влияния определяющих физических параметров ε, VG, T , S,
H и H0 на размеры d и L представлены в табл. 4 и 5, состоящих из двух разделов,
соответствующих двум базовым вариантам: для случая H > H0 (верхняя часть таблиц)
и случая H < H0 (нижняя часть). На рис. 8 представлены зависимости величин d, L и
Q от указанных параметров.

Таблица 4

Результаты расчетов величин d и L1 при варьировании значений ε, VG и T

H , H0 ε d L1 VG d L1 T d
H = 3 0.2 5.130 88.10 0.05 5.324 5.932 6.9 4.691

и 0.5 4.993 7.686 0.20 5.014 16.84 7.5 5.291
H0 = 1 0.8 3.915 3.299 0.35 4.791 98.59 8.0 5.791
H = 1 0.2 3.707 27.94 0.05 3.774 1.893 6.90 3.497

и 0.5 3.695 2.216 0.20 3.706 4.714 7.05 3.647
H0 = 3 0.8 3.374 0.951 0.35 3.597 30.83 7.20 3.797

Таблица 5

Результаты расчетов величин d и L1 при варьировании значений S, H и H0

H , H0 S d L1 H d L1 H0 d
H = 3 4.8 4.788 99.0 2.0 5.204 64.70 0.5 5.291

и 5.4 4.790 98.7 3.5 4.586 115.4 0.8 4.991
H0 = 1 5.9 4.792 98.6 5.0 3.973 165.5 1.1 4.691
H = 1 3.60 3.595 31.0 1.0 3.597 30.8 2.80 3.797

и 3.75 3.596 30.9 2.0 3.169 64.0 2.95 3.647
H0 = 3 3.90 3.598 30.7 2.5 2.958 80.3 3.10 3.497

Анализ данных таблиц и графиков (рис. 8) позволяет сделать следующие выводы.
Увеличение интенсивности инфильтрации, скорости обтекания, обоих напоров и

уменьшение мощности слоя и длины шпунта приводят к уменьшению величины d, т.е.
увеличению ординаты точки F выхода кривой депрессии из-под шпунта. При этом наи-
большее влияние на величину d оказывает мощность пласта T : данные табл. 4 пока-
зывают, что при возрастании параметра T всего в 1.1 раза значение d увеличивается
на 23.5%. Из данных правых разделов табл. 4 и 5 следует, что величина d изменяется
линейно по T и H0, что естественно с физической точки зрения.

Особый интерес представляет расположение точки C, лежащей на границе непрони-
цаемого основания и левого края нижележащего водоносного пласта, и в связи с этим
поведение величины L. С ростом параметров VG и H и убыванием ε и S ширина L
увеличивается. Так, варьирование интенсивности инфильтрации и скорости обтекания
изменяют ширину L в 26.7 и 16.6 раза соответственно. Варьирование параметров T и
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Рис. 8. Зависимость величин d (I), L (II) и Q (III) от ε и VG

H0 приводят к одним и тем же значениям L = 98.60 в случае H > H0 и L = 30.83
при H0 > H , так что влияние мощности слоя и напора в нижележащем водоносном
горизонте не очень сказывается на положение координаты точки C.

Расчеты показывают также, что как и в предельном случае H0 = 0, варьирование
всех физических параметров модели приводят к весьма незначительным изменениям
фильтрационного расхода (в пределах 1-1.3 раза), при этом наблюдается линейная за-
висимость величины Q от варьируемых параметров.

Сравнение результатов вычислений величины d при одних и тех же значениях варьи-
руемых параметров ε, VG и T показывает, что в случае, когда H > H0, высота подъёма
воды за шпунтом на 30-40%, а при изменении величины H даже на 64%, превыша-
ет соответствующие значения величины d, чем при H0 > H . Еще более существенные
различия наблюдаются при сравнении ширины L: в случае H > H0 при изменении па-
раметров ε и VG значение L на 213-–215% больше величин, соответствующих случаю
H0 > H .

Существенную роль в формировании течения играют инфильтрация и напоры в бье-
фе и нижележащем водоносном горизонте. Выше установлено, что усиление инфильтра-
ции и повышение напора в нижележащем водоносном пласте приводят к уменьшению
величины d, т.е. сопровождается подъёмом свободной поверхности. При этом, как пока-
зывают расчёты, её точка перегиба E, перемещаясь вдоль границы влево, приближается
к шпунту, справа же кривая депрессии выполаживается и становится фактически го-
ризонтальной границей (рис. 7), что является признаком начинающегося подтопления.

Таким образом выявляется подпирающее воздействие инфильтрационного и напор-
ного питания со стороны вод нижележащего пласта по отношению к фильтрации под
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шпунтом. В практике гидротехнического строительства и орошаемого земледелия слу-
чаи повышения напора в основании покровных обложений вследствие систематическо-
го просачивания инфильтрационной влаги при её недостаточном естественном отто-
ке является весьма типичным. С последующим увеличением параметров ε и H0, но
в рамках уже другой фильтрационной схемы, подтопление всё больше развивается и,
по-видимому, можно ожидать появления на свободной поверхности и второй точки пе-
региба с последующим возникновением в зоне шпунта бугра грунтовых вод подобно
тому, как это происходит в аналогичных схемах при фильтрации из каналов [11, 12].

Предельный случай течения H0 = 0 (отсутствие подпора). Как показывает анализ,
если зафиксировать все физические параметры схемы, то по мере убывания напора в
нижнем хорошо проницаемом водоносном пласте точка перегиба свободной поверхности
E, перемещаясь вдоль границы в направлении точки F , сливается с ней в переделе при
λ = λ∗ = 0.5ρ. При таком значении λ в области комплексной скорости w выпадает
правая часть полукруга |w − i(1 + ε)/2| < (1 − ε)/2, а в плоскости течения z кривая
депрессии выполаживается в точке D и выходит в ней на кровлю слоя под прямым
углом. Учитывая, что при λ = λ∗ [9]:

ϑ2

(

τ +
iρ

2

)

=
1
4
√
q
e−πτiϑ3(τ) ; ϑ2

(

τ − iρ

2

)

=
1
4
√
q
eπτiϑ3(τ) ,

и используя известные соотношения между эллиптическими и тета-функциями

ϑ1(τ) =
√
k sn(2Kτ, k)ϑ0(τ); ϑ3(τ) =

dn(2Kτ, k)ϑ0(τ)√
k′

,

в результате получаем выражения (12) и (13) в виде

w(τ) =
√
εtg(πτ) ; (16)

dω

dτ
=

√
εM

sin(πτ)

sn(2Kτ, k)∆(τ)
;

dz

dτ
= M

cos(πτ)

sn(2Kτ, k)∆(τ)
. (17)

Так как в этом предельном случае λ = 0.5ρ = π−1Arcth
√
ε, то

ρ =
K ′

K
=

2Arcth
√
ε

π
; g =

Arcth(VG/
√
ε)

π
. (18)

Формулы (16)-(18) совпадают с соответствующими формулами (10)–(12) работы [1].

4. Заключение

В работе даны точные аналитические решения задачи о построении плавного под-
земного контура основания гидротехнического сооружения с участками постоянной ско-
рости обтекания при наличии водоупора, состоящего из горизонтального и двух кри-
волинейных участков, характеризуемого также постоянством скорости фильтрации, а
также задачи об обтекании шпунта Жуковского в орошаемом почвенном слое с ниже-
лежащем хорошо проницаемым водоносным горизонтом, левая часть кровли которого
представляет собой непроницаемое включение.
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MODELLING OF SOME FILTRATION CURRENTS
WITH UNKNOWN BOUNDARIES

E.N. Bereslavskiy, L.A. Aleksandrova, E.V. Pesterev

State University of Civil Aviation,

Saint-Petersburg, 197349, Russia, e-mail: eduber@mail.ru

Abstract. In the framework of the two-dimensional stationary filtration theory of the incondensable

liquid according to the Darsi law in the uniform and isotropic soil some filtration currents are studied

under the hydrotechnical building where some sites of constant flow velocity exist and under the
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Zhukovsky groove through the irrigated soil stratum with the underlaying strong-penetrable pressure

horizon. The solution of corresponding multivariable mixed boundary problems of the analytical

function theory is realized by means of the method conformal mappings of some special areas.

Results of numerical calculations and detailed hydrodynamic analysis of the influence of different

model parameters on currents are given.

Key words: filtering, groundwater, dam, groove, velocity hodograph, conformal mappings.
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НЕСЕПАРАБЕЛЬНОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ МНОЖЕСТВ
С МАРКОВСКИМ ИЗМЕЛЬЧЕНИЕМ

В ОДНОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ ПОГРУЖЕНИЯ

Ю.П. Вирченко, О.Л. Шпилинская

Белгородский государственный университет,
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Институт монокристаллов НАНУ,
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Аннотация. Доказана теорема о несепарабельности случайных множеств с марковскими

измельчениями, пространством погружения которых является полуинтервал действительной

оси.

Ключевые слова: случайные множества, марковские измельчения, несепарабельность.

1. Введение. В работе [1] были конструктивно определены случайные множества
в пространстве погружения R, построенные на основе так называемых марковских из-
мельчений. Эти множества замечательны тем, что они обладают свойством фракталь-
ности – каждая их случайная реализация с вероятностью 1 имеет мощность конти-
нуума и, вместе с тем, нулевую лебегову меру пространства погружения. Множества
указанного класса были названы нами случайными множествами с марковскими из-

мельчениями. Было доказано, что каждая их типичная случайная реализация обла-
дает с вероятностью единица неслучайной размерностью Хаусдорфа. Вместе с тем,
оказывается, и доказательству этого факта посвящена настоящая работа, что такие
множества не обладают свойством сепарабельности. Это обстоятельство приводит к
следующей проблеме. Случайные множества с марковскими измельчениями вводятся
в [1] как предельные множества для траекторий специальных стохастических дина-
мических систем. Такое определение затрудняет оперирование их распределением ве-
роятностей при вычислении различного рода математических ожиданий, в частности,
при вычислении статистических средних каких-то локальных характеристик случай-
ных реализаций аналогично тому, как это делается в теории случайных процессов. В
последнем случае, вычисление средних значений локальных характеристик случайных
траекторий процессов осуществляется, как правило, на основе многоточечных распре-
делений вероятностей случайных процессов. При этом очень важно, чтобы многото-
чечные распределения, в некотором смысле, однозначно характеризовали случайный
процесс. Если реализуется такое положение, то можно считать, что случайный процесс
определяется поточечно, несмотря на то, что каждая его траектория состоит из конти-
нуума случайных точек, а распределение вероятностей процесса должно быть задано
на основе значений вероятностей счётного множества случайных событий. Однозначная
характеризация случайного процесса многоточечными распределениями гарантирует-
ся известной теоремой Колмогорова, которая утверждает, что если процесс обладает
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т.н. свойством сепарабельности, то он, действительно, определяется полным набором
согласованных многоточечных распределений.

Ввиду однозначной связи между случайными множествами и соответствующими
им индикаторными случайными процессами, а также, ввиду непосредственной связи
(по крайней мере, при наличии свойства замкнутости случайных множеств) между
их свойствами сепарабельности (множеств и процессов), несепарабельность множеств
с марковскими измельчениями приводит к тому, что их локальное внутреннее веро-
ятностное описание на основе многоточечных распределений вероятностей является
неадекватным. В связи с этим, возникает вопрос о том, в каких терминах локальная
характеризация этих случайных множеств всё же допустима.

2. Случайные множества с марковскими измельчениями. Для простоты из-
ложения ниже даётся определение случайных множеств с марковскими измельчениями
для того случая, когда пространством погружения является полуинтервал [0, 1).

Составными элементы, из которых конструируются множества с марковскими из-
мельчениями являются открытые справа полуинтервалы δ ⊂ [0, 1). Их совокупности
мы будем обозначать прописными рукописными буквами. Вместе с тем, при описании
случайных событий, связанных с этими случайными множествами, удобно указывать
концы (координаты) этих полуинтервалов – точки из [0, 1). Они будут обозначаться на-
ми греческими буквами α и ξ и, по необходимости, снабжаться индексами. Не более чем
счётные совокупности точек из [0, 1) обозначаются далее большими греческими буква-
ми, а заведомо несчётные – большими латинскими буквами. В последнем случае, если
множество точек представляет собой случайную реализацию, то оно помечается сверху
знаком "тильда".

Пусть N ∈ N, N > 2 и K1 = {δj ≡ [j/N, (j + 1)/N); j = 0 ÷ N − 1} – совокуп-
ность дизъюнктивных полуинтервалов, образующих разложение единицы полуинтер-
вала [0, 1). Рассмотрим вероятностное пространство 〈K1,K1, q[·]〉, в котором K1 = 2K1

является булевой алгеброй с 2N элементами, а распределение вероятностей q[·] на K1 об-
ладает специальным свойством q[∅] = 0. Оно, как будет видно из дальнейшего рассмот-
рения, гарантирует непустоту случайной реализаций конструируемого нами случайного
множества.

Каждое случайное множество с марковскими измельчениями описываемого нами ти-
па полностью определяется значением параметраN , который мы называем параметром

дробления и распределением вероятностей q[·].
Введём далее следующие обозначения. Пусть m – натуральное число, и Km – мно-

жество полуинтервалов следующего вида Km = {[j/Nm, (j + 1)/Nm); j = 0 ÷ Nm − 1}.
Каждому классу полуинтервалов Γ ⊂ Km (каждый из них однозначно характеризуется
своим левым концом, и поэтому класс Γ можно отождествить с конечным множеством
точек – левых концов полуинтервалов, входящих в этот класс) сопоставим подмноже-
ство Dm(Γ) ⊂ [0, 1), которое определяется формулой

Dm(Γ) =
⋃

δ∈Γ

δ .
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Семейство всех таких подмножеств обозначим Km:

Km = {Dm(Γ); ∅ 6= Γ ⊂ Km} .

При каждом фиксированном m оно представляет собой булеву алгебру. При этом ал-
гебры с различными значениями m связываются включениями Km ⊂ Km+1, m ∈ N.

Наконец, введём операцию проектирования Rm любого подмножества X ⊂ [0, 1) в
семейство Km, а именно, Rm представляет собой отображение Rm : 2[0,1) 7→ Km, опреде-
ляемое формулой

Rm(X) =
⋃

δ∈Km :δ∩X 6=∅

δ , Rm(X) ∈ Km .

Очевидно, что для всякого множества X ⊂ [0, 1) последовательность 〈Rm(X);m ∈ N〉
нерасширяющаяся, Rm(X) ⊃ Rm+1(X), и имеет место теоретико-множественный предел

X = lim
m→∞

Rm(X) . (1)

Компоненты указанной последовательности строятся в виде объединений

Rm(X) =
⋃

δ∈∆m

δ ,

в которых ∆m = {δ ∈ Km : δ ∩X 6= ∅}.
Ввиду свойства (1), для любого случайного множества и, в частности, для мно-

жества с марковскими измельчениями, каждая случайная реализация X̃ может быть
определена в виде теоретико-множественного предела

X̃ = lim
m→∞

Rm(X̃) , (2)

где проекции

Rm(X̃) =
⋃

δ∈ ∆̃m

δ ,

определяются случайным классом полуинтервалов ∆̃m = {δ ∈ Km : δ ∩ X̃ 6= ∅}
или, что эквивалентно, случайным множеством левых концов этих полуинтервалов.
При этом если заданы распределения вероятностей Pm в вероятностных пространствах
〈Km,Km,Pm〉, m ∈ N, то определено распределение вероятностей P конструируемого
случайного множества в виде предела

P(A) = lim
m→∞

Pm (Rm(A))

для любого случайного события A из σ-алгебры

K = lim
m→∞

Km .

Распределение вероятностей для случайных множеств с марковскими измельчения-
ми определяется посредством специального задания последовательности 〈Pm;m ∈ N〉
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распределений вероятностей. Значения этих распределений Pm(Z) = Pr{Rm(X̃) = Z},
Z ∈ Km, m ∈ N связываются в марковскую цепь. А именно, для любой пары Z ∈ Km+1,
Y ∈ Km такой, что Rm(Z) = Y имеет место

Pm+1(Z) = Pr{Rm+1(X̃) = Z|Rm(X̃) = Y }Pm(Y ) , (3)

где условная вероятность определяется однородным марковским условием ветвления

Pr{Rm+1(X̃) = Z|Rm(X̃) = Y } =
∏

δ∈ Sm(Y )

q [S1 (Tm(Z ∩ δ))] . (4)

Здесь Tm – операция, состоящая из такого сдвига множества Z ∩ δ ⊂ δ, который совме-
щает левый конец полуинтервала δ с нулём, и из последующего растяжения относитель-
но нуля сдвинутого множества в Nm раз так, что перенесённый полуинтервал совмеща-
ется с [0, 1). Посредством Sm(Y ) в (4) обозначен набор тех полуинтервалов, принадлежа-
щих Km, из которых составляется множество Y , то есть Sm(Y ) = {δ ∈ Km : δ∩Y 6= ∅}.

Не всякое множество, сконструированное по описанной схеме, является, в действи-
тельности, случайным. Для наличия случайности (множественности) предельных ре-
ализаций X̃ необходима и достаточна невырожденность распределения вероятностей
q[·]. Это распределение мы называем вырожденным, если в K1 найдётся такая совокуп-
ность Γ ⊂ K1 полуинтервалов δ, для которой q[Γ] = 1. Среди вырожденных распреде-
лений q[·] есть такое, которое мы называем тривиальным и при котором X̃m = [0, 1)
для всех m ∈ N. Для тривиального распределения Γ = K1.

Теорема о несепарабельности. Нам понадобится следующее определение сепа-
рабельности случайного множества [2], [3].

Определение 1 [3]. Случайное замкнутое множество 〈Ω,A,P〉 в R со случайными
реализациями X̃ ∈ Ω называется сепарабельным, если для любого счётного, всюду
плотного в пространстве погружения множества Λ выполняется

Pr{X̃ = cl(X̃ ∩ Λ)} = 1 .

Таким образом, случайное множество 〈Ω,A,P〉 в пространстве погружения [0, 1) яв-
ляется несепарабельным (по Матерону), если в [0, 1) найдётся счётное, всюду плотное
множество Λ, для которого

Pr{X̃ = cl(X̃ ∩ Λ)} < 1 .

Для случайных множеств с марковскими измельчениями роль пространства Ω эле-
ментарных событий выполняет

K = lim
m→∞

Km = 2[0,1) ,

а роль σ-алгебры A выполняет σ-алгебра K. Докажем теперь основное утверждение
настоящей работы.
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Теорема. При любом значении параметра дробленияN и при любом нетривиальном
распределении вероятностей q[·] случайное множество 〈K,K,P〉 с марковскими измель-
чениями несепарабельно.

� A. Пусть 〈K,K,P〉 – случайное множество с марковским измельчением, определя-
емое значением N параметра дробления и распределением вероятностей q[·] на K1.

Докажем, что для нетривиального q[·] в K1 всегда найдется такой полуинтервал
δr = [r/N, (r + 1)/N), что имеет место неравенство

∑

Z∈K1:δ⊂Z

q[S1(Z)] < 1 . (5)

Допустим противное, что для любого δ ∈ K1 имеет место
∑

Z∈K1:δr⊂Z

q[S1(Z)] = 1 . (6)

Система из всех N уравнений (6) для неотрицательных чисел q[S1(Z)] таких, что q[∅] =
0 и

∑

Z∈K1

q[S1(Z)] = 1 , (7)

имеет единственное решение

q∗[S1(Z)] =

{

1 ; S1(Z) = K1 (или Z = [0, 1)),
0 ; S1(Z) 6= K1 (или Z 6= [0, 1)),

(8)

удовлетворяющее (7). Единственность этого решения устанавливается следующим обра-
зом. Рассмотрим любое решение системы (6), которое представляет собой набор неот-
рицательных чисел, связанных условием (7). Зафиксируем полуинтервал δ ∈ K1. Из
уравнения системы (6) для этого полуинтервала и условия (7) следует, что

∑

Z∈K1 :δ∩Z=∅

q[S1(Z)] = 0 .

Так как все числа q[S1(Z)] неотрицательны, то отсюда следует, что q[S1(Z)] = 0 для всех
Z ∈ K1, для которых δ∩Z = ∅. Ввиду произвольности полуинтервала δ ∈ K1, получаем,
что q[S1(Z)] > 0 только в том случае, когда Z ∩ δ 6= ∅ для всех полуинтервалов δ из
K1. Тогда имеется единственная возможность – Z = [0, 1). Так как, по предположению,
q[·] нетривиально, то сделанное нами предположение неверно, и, по крайней мере, для
одного полуинтервала δ выполняется неравенство (5).

B. Рассмотрим счётное множество N -адических периодических дробей

Λ = {0, (α1α2...αk−1r)N ;αj ∈ {0, 1, 2, ..., N − 1}, j = 1 ÷ (k − 1)} .

Это множество всюду плотно в [0, 1). Действительно, пусть x = 0, (ξ1ξ2...ξn...)N ∈ [0, 1),
то есть имеет место разложение

x =
∞
∑

l=1

ξl
N l

. (9)
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Тогда

|x− 0, (ξ1ξ2...ξk−1r)N | < (N − 1)
∞
∑

l=k

1

N l
=

1

Nk−1
,

и поэтому последовательность 〈xk = 0, (ξ1ξ2...ξk−1r)N ; k ∈ N〉 чисел из Λ такова, что

lim
k→∞

xk = x .

C. Вычислим вероятность события {Rm({x}) ⊂ Rm(X̃)} для произвольной точки
x = 0, (ξ1ξ2...)N ∈ Λ с некоторым периодом k ∈ N, где ξj+k = ξj, j ∈ N и ξkl = r при
всех l ∈ N. Введём обозначение для значений сумм

qj =
∑

Z∈K1: δj⊂Z

q[S1(Z)] .

Будем считать, что полуинтервал, существование которого доказывается в п. A, имеет
номер r, и поэтому δr < 1.

Искомая нами вероятность Qm = Pr{Rm({x}) ⊂ Rm(X̃)} выражается суммой

Qm =
∑

Z∈Km:Rm({x})⊂Z

Pm(Z) . (10)

Вероятности Qm и Qm+1 связаны рекуррентным соотношением. С целью его полу-
чения сначала воспользуемся формулой (3)

Qm+1 =
∑

Z∈Km+1:Rm+1({x})⊂Z

Pm+1(Z) =

=
∑

Z∈Km+1: Rm+1({x})⊂Z

Pr{Rm+1(X̃) = Z|Rm(X̃) = Rm(Z)}Pm(Rm(Z)) ,

а затем – условием марковского ветвления (4),

Qm+1 =
∑

Z∈Km+1: Rm+1({x})⊂Z

Pm(Rm(Z))
∏

δ∈Sm(Rm(Z))

q [S1 (Tm(Z ∩ δ))] .

Последнюю операцию суммирования представим в виде двух повторных суммирований
следующего вида

∑

Z∈Km+1:Rm+1({x})⊂Z

... =
∑

Y ∈Km: Rm+1({x})⊂Y

∑

Z∈Km+1:Rm+1({x})⊂Z, Rm(Z)=Y

... .

В результате получим

Qm+1 =
∑

Y ∈Km : Rm({x})⊂Y

Pm(Y )
∑

Z∈Km+1 :Rm+1({x})⊂Z,Rm(Z)=Y

∏

δ∈ Sm(Y )

q [S1 (Tm(Z ∩ δ))] ,
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где мы воспользовались тем, что для множеств Y ⊂ Km условия Rm+1({x}) ⊂ Y и
Rm({x}) ⊂ Y эквивалентны. Далее, переставим вторую операцию суммирования в пра-
вой части последнего равенства с операцией вычисления произведения, согласно пра-
вилу

∑

Z∈Km+1 :Rm+1({x})⊂Z,Rm(Z)=Y

∏

δ∈ Sm(Y )

... =
∏

δ∈ Sm(Y )

∑

Z∈Km+1 :Rm(Z)=δ,Z⊃δ∩Rm+1({x})

... .

Условие Z ⊃ δ ∩ Rm+1({x}) 6= ∅ вырезает в сумме, отмеченной полуинтервалом δ ∋ x
только слагаемые c множествами Z, содержащими полуинтервал Rm+1({x}).

В результате указанного преобразования получаем

Qm+1 =
∑

Y ∈Km : Rm({x})⊂Y

Pm(Y )
∏

δ∈Sm(Y )

∑

Z∈Km+1 : Rm(Z)=δ, Z⊃δ∩Rm+1({x})

q [S1 (Tm(Z))] . (11)

Для всех полуинтервалов δ, для которых δ ∩ Rm+1({x}) = ∅ выполняется
∑

Z∈Km+1 :Rm(Z)=δ

q [S1 (Tm(Z))] =
∑

Z∈K1

q [S1 (Z)] = 1 .

Для единственного же полуинтервала δ среди всей совокупности Km, для которого
Rm+1({x}) ⊂ δ имеем

∑

Z∈Km+1 : Rm(Z)=δ,Z⊃Rm+1({x})

q [S1 (Tm(Z))] =
∑

Z∈K1 :Z⊃Tm(Rm+1({x}))

q [S1 (Z)] = qξm+1 , (12)

так как множество Tm(Rm+1({x})) представляет собой полуинтервал δξm+1 из набора K1

с левой граничной точкой ξm+1/N , то есть имеющий номер, равный величине (m+ 1)-й
компоненты в N -м разложении (9) числа x = 0, (ξ1ξ2...)N .

Результат (12) не зависит от множеств Y , по которым происходит суммирование во
внешней сумме в (11). Тогда из (11) следует искомое рекуррентное соотношение между
вероятностями Qm+1 и Qm,

Qm+1 = q
ξm+1

Qm .

Используя это соотношение, индукцией по m ∈ N, учитывая, что

P0 = Pr{Rm+1({x}) ⊂ [0, 1)} = 1 ,

находим выражение для вероятности Qm,

Qm =
m
∏

j=1





∑

Z∈K1: Z⊃δξj

q[S1(Z)]



 =
m
∏

j=1

q
ξj
. (13)

D. Теперь докажем, что рассматриваемое случайное множество с марковским из-
мельчением несепарабельно. Для этого достаточно показать, что Pr{X̃ ∩ Λ 6= ∅} = 0.
Заметим, что

Pr{X̃ ∩ Λ 6= ∅} 6
∑

x∈Λ

Pr{X̃ ∋ x} . (14)
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Оценим сверху вероятность события {x ∈ X̃} для произвольной точки x ∈ Λ. Для этого
представим эту вероятность следующим образом:

Pr{x ∈ X̃} = lim
m→∞

Pr{X̃ ∩ Rm({x}) 6= ∅} = lim
m→∞

Pr{Rm({x}) ⊂ Rm(X̃)} = lim
m→∞

Qm .

(14)
Из (13) следует оценка

Qm 6

[ m
k

]
∏

l=1

q
ξ lk

= q[m/k]
r ,

ввиду периодичности дроби x = 0, (ξ1ξ2...ξk−1, r)N , ξlk = r. Здесь [m/k] обозначает целую
часть дробиm/k. Из этой оценки и того факта, что qr < 1, из представления (14) следует

Pr{x ∈ X̃} = 0 .

Тогда

Pr{X̃ ∩ Λ 6= ∅} 6
∑

x∈Λ

Pr{x ∈ X̃} = 0 .

Поэтому Pr{X̃ = cl(X̃ ∩ Λ)} = 0. �
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О ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ЗАДАЧИ МАСКЕТА
СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 1)
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Аннотация. Работа посвящена задаче фильтрации двух несмешивающихся несжимаемых
жидкостей различной плотности, разделенных свободной границей. Среди математических мо-
делей совместного движения двух несмешивающихся жидкостей хорошо известна задача Мас-
кета. В работе приведены результаты численной аппроксимации известной математической
модели Маскета, используемой для описания фильтрации указанного типа, точными микро-
скопическими моделями со свободной границей для структуры порового пространства в виде
изолированных капилляров.

Ключевые слова: задача Маскета, задача со свободной границей, фильтрация жидкости.

1. Введение. В работе рассматривается численная аппроксимация модели Маскета
[9], описывающей совместное движение двух несмешивающихся жидкостей в пористой
среде, например, вытеснение нефти водой. Она является одной из большого числа мо-
делей, предназначенных для решения указанной задачи описания и удовлетворяющих
основным ограничениям, вытекающим из её физической постановки. Модель Маскета
описывает фильтрацию несмешивающихся несжимаемых жидкостей различной вязко-
сти и различной плотности, разделенных движущейся границей (свободной границей).

Движение одной из жидкостей, имеющей постоянную вязкость µ+ и постоянную
плотность ρ+

f , происходит в области Ω+(t). Оно описывается системой уравнений филь-
трации Дарси

v+ = − k

µ+
∇p+

f + ρ+
f F , ∇ · v+ = 0, x ∈ Ω+(t) , (1)

для макроскопической скорости v+ течения этой жидкости и её давления p+
f .

Соответственно, движение другой жидкости в области Ω−(t), имеющей постоянную
вязкость µ− и постоянную плотность ρ−f , описывается аналогичной системой уравнений

v− = − k

µ−
∇p−f + ρ−f F , ∇ · v− = 0, x ∈ Ω−(t) , (2)

для её скорости течения v− и давления p−f .

1Работа выполнена в рамках ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос-
сии" на 2009-2013 годы (госконтракт ќ 02.740.11.0613).
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Будем полагать, что на свободной границе Γ(t) = ∂Ω+(t)
⋂

∂Ω−(t), разделяющей обе
жидкости, давления и нормальные скорости непрерывны:

p+
f = p−f , x ∈ Γ(t), (3)

v+ · n = v− · n = Vn, x ∈ Γ(t), (4)

где n есть единичный вектор нормали к границе Γ(t) в точке x ∈ Γ(t) и Vn есть скорость
границы Γ(t) в направлении нормали n в точке x ∈ Γ(t).

Условие (4) означает, что граница Γ(t) представляет собой поверхность, которая в
течение всего движения состоит из одних и тех же материальных точек. Это условие
позволяет сформулировать понятие слабого решения задачи Маскета. А именно, опре-
делим давление p неоднородной жидкости

pf = p+
f , если x ∈ Ω+(t), и pf = p−f , если x ∈ Ω−(t) ,

и скорости v

v = v+, если x ∈ Ω+(t), и v = v−, если x ∈ Ω−(t).

Тогда неизвестные функции v, pf и ρf будут решениями системы уравнений фильтрации
Дарси

v = −k
µ
∇pf + ρfF , ∇ · v = 0 , x ∈ Ω , t > 0 , (5)

и уравнение переноса

dρf

dt
≡ ∂ρf

∂t
+ v · ∇ ρf = 0 , x ∈ Ω , t > 0 . (6)

Первое уравнение в (5) (закон Дарси) понимается в обычном смысле почти всюду в
ΩT = Ω × (0, T ), а второе уравнение (уравнение неразрывности) понимается в смысле
теории распределений, как интегральное тождество

∫

ΩT

v · ∇ψ dxdt = 0

для произвольной гладкой функции ψ. Аналогично, понимается уравнение переноса (6).
А именно, используя равенство

ϕ v · ∇ ρf = ∇ · (v ρf ϕ) − ρf v · ∇ϕ− ρf ϕ∇ · v ,

и уравнение неразрывности получим, после умножения уравнения (6) на произвольную
гладкую финитную в области ΩT функцию ϕ и интегрирования по частям, интегральное
тождество

∫

ΩT

ρf
dϕ

dt
dxdt = 0 ,

которое выполняется для всех таких функций ϕ.
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Постановка задачи дополняется однородным граничным условием

v · n = 0 , x ∈ S = ∂Ω , t > 0, (7)

где n есть нормальный вектор к границе S, и начальным условием

ρf (x, 0) = ρ0
f (x) , x ∈ Ω , (8)

где

ρ0
f(x) = ρ+

f = const > 0 , если x ∈ Ω+
0 = Ω+(0) ,

и

ρ0
f(x) = ρ−f = const > 0 , если x ∈ Ω−

0 = Ω−(0) .

Развитие методов математического анализа в последние десятилетия позволило ре-
шить вопрос об адекватности некоторых моделей подземной гидродинамики. На глав-
ный вопрос о выполнимости закона Дарси был дан положительный ответ Л.Тартаром
(L.Tartar, 1980г.). Он изучил движение вязкой жидкости, описываемое на микроскопи-
ческом уровне уравнениями Стокса

αµ△v −∇ p+ ρF = 0, ∇ · v = 0 (9)

(движение в периодических порах размера ε) и, используя методы теории усреднения,
строго вывел закон Дарси при ε ց 0 для случая абсолютно твёрдого скелета грунта.
Таким образом, математическая модель фильтрации жидкости, описываемая системой
уравнений Дарси, нашла своё обоснование на микроскопическом уровне.

Естественно ожидать, что аналогичным образом может быть обоснована модель
Маскета. С этой целью, задачу со свободной границей о совместном движении в перио-
дических порах размера ε двух несмешивающихся жидкостей необходимо рассмотреть
на микроскопическом уровне и затем перейти к усреднённой задаче с последующим
предельным переходом при ε ց 0. В нашей работе мы попытались реализовать эту схе-
му численно на примере задачи о неустойчивости Рэлея-Тейлора, рассмотрев движение
двух жидкостей под действием силы тяжести.

В классической гидродинамике идеальных жидкостей, если более тяжелая жидкость
находится сверху, то наблюдается так называемая неустойчивость Рэлея-Тейлора. При
её изучении прослеживаются следующие ярко выраженные стадии: линейная, проме-
жуточная, регулярная, асимптотическая и турбулентная [2],[3]. Неустойчивость Рэлея-
Тейлора наиболее исследована для случая плоской поверхности раздела и стремящегося
к бесконечности отношения плотностей тяжелой и легкой жидкостей. Линейная стадия
подробно изучена в классических работах Рэлея, Тейлора и Льюиса [4],[5],[6], регу-
лярная асимптотическая – в работах Биркгофа [7], в [8] развита феноменологическая
теория турбулентной стадии, а в [3] высказаны некоторые соображения о механизме её
образования.

Однако, аналитического математического аппарата для анализа в целом рэлей-тей-
лоровской неустойчивости в идеальной жидкости недостаточно. Экспериментальные
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же исследования весьма трудоемки. В такой ситуации наиболее полная информация об
этой неустойчивости может быть получена на основе численных расчётов.

В случае медленных движений вязких жидкостей, описываемых системой уравнений
Стокса, задача о поведении границы раздела двух жидкостей изучена аналитически [1]).
Вне зависимости от того, какая жидкость находится cверху, граница раздела остаётся
гладкой и не теряет свою регулярность.

Для макроскопической модели Маскета никаких результатов аналитического или
численного анализа неустойчивости Рэлея – Тейлора автору не известно (есть несколь-
ко работ о существовании классического решения в малом отрезке времени или гло-
бального решения по времени, находящегося вблизи некоторого точного решения [4],
[12], [14]).

В настоящей статье приведены результаты, полученные при решении системы урав-
нений

αµ△u−∇p− ρe2 = 0 , ∇ · u = 0 ,

dρ

dt
≡ ∂ρ

∂t
+ v · ∇ ρ = 0

в отдельно взятом капилляре. Это решение есть аппроксимация задачи Маскета со
свободной границей для структуры порового пространства в виде изолированных ка-
пилляров.

Расчёты двумерного течения при наличии рэлей-тейлоровской неустойчивости пока-
зали хорошие совпадения с результатами [13]. На рис. 1 приведены хорошо различимые
формы контактной поверхности в различные моменты времени

t=0. 003 t=0. 255 t=0. 525 t=1. 035

Рис. 1. Форма контактной поверхности в различные моменты времени

при двумерной рэлей-тейлоровской неустойчивости

При увеличении количества капилляров (εց 0) чёткой границы раздела двух жид-
костей не наблюдается. При этом становится различимой переходная фаза (рис.2) ρ− ≤
ρ ≤ ρ+.
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t=0.623 t=3.562 t=8.560

Рис. 2. Периодические изолированные капилляры

Заметим, что при задании начального возмущения в расчетах со сжимаемыми сре-
дами важно везде соблюдать условие ∇ ·u = 0 (за исключением поверхности раздела),
иначе возникнут возмущения, которые могут исказить картину развития неустойчиво-
сти Рэлея-Тейлора.

2. Вычислительный алгоритм

Для численного моделирования задачи Маскета был выбран случай абсолютно твёр-
дого скелета грунта. А именно, на микроскопическом уровне была рассмотрена задача
со свободной границей совместного движения в периодически расположенных порах
размера ε двух несмешивающихся жидкостей. Поры были выбраны в виде изолирован-
ных капилляров.

Для моделирования совместного движения жидкости в отдельно взятом капилляре
на микроскопическом уровне решалось уравнение Стокса

αµ△u−∇p− ρe2 = 0 , (10)

∇ · u = 0 (11)

и уравнение переноса
dρ

dt
≡ ∂ρ

∂t
+ v · ∇ ρ = 0 , (12)

при условии, что

ρ(x, 0) =

{

ρ+, x2 > R0(x1)
ρ−, x2 < R0(x1)

(13)

Система уравнений (2.1)-(2.4) дополняется однородными условиями:

p+
f = p−f , x ∈ Γ(t) , v+ · n = v− · n = Vn , x ∈ Γ(t) ,

v · n = 0, x ∈ S = ∂Ω , t > 0 .
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Рис. 3. Область Ω±(t)

При моделировании задачи использовался модифицированный метод расщепления. Вы-
бор данного метода обусловливается тем, что его разностная схема позволяет рассчиты-
вать течения вязкой несжимаемой жидкости без использования граничного условия для
вихря на твёрдой поверхности и при всех прочих равных условиях обладает большей
эффективностью.

Расчёты для одного капилляра размера ε проводились в области масштаба 1 × 200.
При этом очень важно, что для фиксированного ε > 0 (ε - характерный размер поры)
доказано [1], что существует единственное решение задачи, в которой граница раздела
двух жидкостей есть липшицева поверхность.

Основная трудность при численном решении системы уравнений (2.1),(2.2) связана с
расчётом поля давления. Первый значительный успех в преодолении отмеченной труд-
ности был достигнут благодаря использованию идеи искусственной сжимаемости [12].
Существо этой идеи состоит во введении в уравнение неразрывности дополнительного

члена вида
∂

∂t
(p+u2/2). В результате получается модифицированная система уравнений

вида

αµ△u−∇p− ρe2 = 0 ,
∂p

∂t
+ ∇ · u = 0 .

В нашем случае уравнение неразрывности будет иметь вид

∂p

∂t
+Ndivu = 0 . (14)

В отличие от стандартного метода расщепления, мы не будем рассчитывать отдель-
но промежуточное поле скоростей и подправлять его с учётом градиента давления, а,
заменив на начальном шаге по времени величину p в уравнении (2.1) выражением Nτξ0,
где ξ0 – малая функция, получим легко решаемое уравнение

αµ△u+ τN∇ξ0 − ρe2 = 0 , (15)

где N – большой параметр, αµ = 2µ/τLgρ0, L – характерный размер рассматриваемой
области, g – сила тяжести, µ есть вязкость жидкости.
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Приведенные итерации повторяются до тех пор, пока во всей области не будет пол-
ностью вычислено поле скоростей на текущем временном шаге. Затем на следующем
временно́м шаге полагается ξi+1 = divui+1. Если | ξi+1 | > 0 вплоть до указанного поряд-
ка, то необходимо увеличить N и повторить цикл. При N → ∞ выполняется переход от
слабосжимаемой жидкости к несжимаемой. Подставив полученные значения скорости
в уравнение переноса, находим плотность жидкости в следующий момент времени.

После расчёта поля скоростей мы переходим к решению уравнения переноса с соот-
ветствующими значениями компонент вектора скорости на текущем временно́м шаге.

При использовании в численном моделировании прямоугольной системы координат
исследуемая область покрывается равномерной по x и y сеткой ячеек

Ωf =

(

xi+1 = (i+ 1)h , h > 0 , i = 0, 1, ..., L; (L+ 1)h = Xmax

yj+1 = (j + 1)h , h > 0 , j = 0, 1, ...,M ; (M + 1)h = Ymax

)

,

где h – размер шагов сетки, L и M – числа ячеек сетки соответственно в направлениях
осей x и y.

Здесь используется последовательное вычисление значений скоростей и плотностей
жидкостей на отдельных накладывающихся сетках. Это означает, что каждая компо-
нента вектора скорости вычисляется на разнесённой сетке отдельно, после чего вычис-
ляется изменение плотности на следующем временном шаге в соответствие с изменени-
ем значения скорости.

В случае декартовой системы координат и равномерной сетки двумерная разностная
схема имеет следующий вид:

ui,j =
aui,j+1 + aui,j−1 + vi+1,j+1 − vi−1,j+1 − vi+1,j−1 + ui−1,j−1 + bui+1,j + bui−1,j

2b+ 2a
, (16)

vi,j =
avi+1,j + avi−1,j + ui+1,j+1 − ui−1,j+1 − ui+1,j−1 + vi−1,j−1 + bvi,j+1 + bvi,j−1

2b+ 2a
. (17)

Так как начальные значения плотностей для жидкостей известны, то для уравнения
переноса была выбрана явная схема:

ρi,j =
1

2p
[τu(ρi+1,j − ρi−1,j) + τv(ρi, j+1 − ρi, j−1)] , (18)

где a = 4hαµ, b = 4h(αµ − 1), u и v – узлы ячеек с координатами (i, j), τ – шаг по
времени.

При замене дифференциальной задачи конечно-разностным представлением особое
внимание следует уделять аппроксимации граничных условий, так как конкретная ап-
проксимация последних влияет на точность метода, устойчивость схемы, а также на
скорость сходимости.

В случае, когда боковые стенки – твёрдая поверхность, то условие непротекания
представляется в виде

vi, j−1 = 0 , (19)
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а условие прилипания – в виде
ui±1, j−1 = 0 . (20)

Из последнего условия следует, что в случае прямоугольной декартовой системы коор-
динат скорость жидкости у твёрдой границы будет

u
(n+1)
i+1, j =

u
(n)
i+1, j

2
+
u

(n)
i+1, j+2

6
+ h3 . (21)

Учитывая поведение жидкости на границе с твёрдым скелетом и, решая систему
уравнений (2.1)–(2.4), получим картину изменения положения двух жидкостей относи-
тельно друг друга в отдельном капилляре.

Для получения приближенного решения задачи Маскета необходимо рассмотреть
периодическую структуру, состоящую из изолированных капилляров и тем самым усред-
нить задачу при ε ց 0.
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Abstract. The filtration of two immiscible incompressible liquids with various viscosity and

density divided by free boundary is studied. The Muskat model being most plausible and physically

correct is considered. The problem connected with the filtration modelling in the porous space

structure is investigated.
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ВЕСОВЫЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ АБСТРАКТНОГО
УРАВНЕНИЯ МАЛЬМСТЕНА2)

А.В. Глушак, О.А. Покручин

Белгородский государственный университет,

ул. Победы, 85, Белгород, 308015, Россия, e-mail: Glushak@bsu.edu.ru

Аннотация. Установлены формулы, связывающие решение весовых задач Коши для аб-

страктного дифференциального уравнения Мальмстена с операторной функцией Бесселя и

проинтегрированной косинус-оператор-функцией.

Ключевые слова: весовые задачи Коши, проинтегрированная косинус-оператор-функция,

операторная функция Бесселя.

Ослабление требований на разрешающие операторы задачи Коши для абстрактных
дифференциальных уравнений первого и второго порядков привело к понятию проин-
тегрированной полугруппы и проинтегрированной косинус-оператор-функции (в даль-
нейшем ПКОФ). В работах [1, 2] приводятся формулы, связывающие ПКОФ Ck/2(t)
с операторной функции Бесселя Yk(t) – разрешающим оператором задачи Коши для
уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу (ЭПД)

u′′(t) +
k

t
u′(t) = Au(t), t > 0, (1)

u(0) = u0, u′(0) = 0 . (2)

В уже цитируемых работах [1, 2] приводится и определение ПКОФ, и формула связи
операторной функции Бесселя Yk(t) с ПКОФ Ck/2(t), имеющая вид

Y2α(t)u0 =
2αΓ(α + 1/2)√

π tα

(

Cα(t)u0 −
∫ 1

0

P ′
α−1(τ)Cα(tτ)u0dτ

)

, (3)

где Pα−1(τ) – сферическая функция Лежандра [3].
В настоящей работе будет показано, что ОФБ и ПКОФ могут быть использованы и

для построения решений весовых задач Коши для уравнения Мальмстена [4, с. 113].
Первая весовая задача Коши. Пусть E – банахово пространство, A – опера-

тор, действующий в E, с областью определения D(A). Рассмотрим следующую весовую
задачу Коши для уравнения Мальмстена

u′′(t) +
k

t
u′(t) +

l

t2
u(t) = tmAu(t) , t > 0 , (4)

2Работа первого автора выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, грант № 10-01-00276.
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lim
t→0

(t(k−1−ν(m+2))/2u(t)) = u0 , (5)

где параметр ν =

√

(k − 1)2 − 4l

m+ 2
≥ 0. Отметим сразу, что для рассматриваемого диф-

ференциального уравнения второго порядка не ставится ("снимается") второе началь-
ное условие при t = 0, что характерно для ряда уравнений с особенностью в коэффи-
циентах.

Разрешающий оператор задачи (4), (5) будем обозначать Y m
k,l(t), а множество опера-

торов A, для которых задача (4), (5) разрешима, обозначим через Gm
k,l. Наряду с этим

множеством рассмотрим множество Gk операторов A, для которых разрешима задача
Коши для уравнения ЭПД (1), (2).

Теорема 1. Пусть ν ≥ 0, m > −2, оператор A ∈ G2ν+1 и u0 ∈ D(A). Тогда задача
(4), (5) имеет решение, которое представимо в виде

u(t) ≡ Y m
k,l(t)u0 = t(1−k+ν(m+2))/2 Y2ν+1(τ)u0 , (6)

где τ =
2

m+ 2
t(m+2)/2.

� Найдем первую и вторую производные от функции u(t) = Y m
k,l(t)u0. Имеем

u′(t) =

(

1 − k + ν(m+ 2)

2

)

t(−1−k+ν(m+2))/2Y2ν+1(τ)u0 + t(m+1−k+ν(m+2))/2Y ′
2ν+1(τ)u0 ,

u′′(t) =

(

1 − k + ν(m+ 2)

2

)(−1 − k + ν(m+ 2)

2

)

t(−3−k+ν(m+2))/2Y2ν+1(τ)u0+

+

(

m+ 2

2
− k + ν(m+ 2)

)

t(m−1−k+ν(m+2))/2Y ′
2ν+1(τ)u0 + t(2m+1−k+ν(m+2))/2Y ′′

2ν+1(τ)u0 .

Подставляя найденные производные в левую часть уравнения (4), получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) +

l

t2
u(t) = t(2m+1−k+ν(m+2))/2 Y ′′

2ν+1(τ)u0+

+

(

m+ 2

2
+ ν(m+ 2)

)

t(m−1−k+ν(m+2))/2 Y ′
2ν+1(τ)u0 . (7)

Чтобы вычислить AY m
k,l(t) u0, воспользуемся уравнением

Y ′′
2ν+1(τ)u0 +

(ν + 1/2)(m+ 2)

t(m+2)/2
Y ′

2ν+1(τ)u0 = AY2ν+1(τ)u0, (8)

которому удовлетворяет функция Y2ν+1(τ)u0. Из (7), (8) следует, что функция u(t) =
Y m

k,l(t)u0 удовлетворяет уравнению (4).
Справедливость начального условия в (5) вытекает из условий (2), которым удовле-

творяет функция Y2ν+1(τ)u0. �
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Замечание. При m > −1 решение (6) удовлетворяет соотношению

lim
t→0

(t(k−1−ν(m+2))/2u(t))′ = 0 .

Для проверки этого факта воспользуемся формулой [5]

Y ′
k(t)u0 =

t

k + 1
Yk+2(t)Au0 , (9)

на основе которой получаем

(t(k−1−ν(m+2))/2u(t))′ = (Y2ν+1(τ)u0)
′
t = tm/2Y ′

2ν+1(τ)u0 =
2

(m+ 2)(2ν + 2)
tm+1Y2ν+3(τ)Au0 .

Поскольку по условию замечания m > −1, то требуемое соотношение выполнено.

Следствие 1. Пусть ν ≥ 0, m > −2, τ =
2

m+ 2
t(m+2)/2 и A – генератор ПКОФ

Cν+1/2(t). Тогда

Y m
k, l(t) =

Γ(ν + 1)(m+ 2)ν+1/2t−(2k+m)/4

√
π

(

Cν+1/2(τ) −
∫ 1

0

P ′
ν−1/2(s)Cν+1/2(sτ)u0ds

)

.

Для доказательства следствия 1 достаточно воспользоваться предыдущей теоремой
1 и формулой (3).

Следствие 2. Пусть k ≥ 1 и A ∈ Gk. Тогда G0
k,0 = Gk и Y 0

k,0(t) = Yk(t).

Для доказательства следствия 2 заметим, что при k ≥ 1, l = 0, m = 0 задача (4),
(5) превращается в задачу Коши (1), (2) для уравнения ЭПД.

Приводимые далее следствия 3 – 5 вытекают из теоремы 1 и следующей формулы
сдвига по параметру (см. [5])

Ym(t) =
2

B(k/2 + 1/2, m/2 − k/2)

∫ 1

0

(1 − s2)(m−k)/2−1skYk(ts) ds, m > k , (10)

где B(·, ·) – бета-функция.

Следствие 3. Пусть ν ≥ 0, 2ν + 1 > k ≥ 0, m > −2 и A ∈ Gk. Тогда имеет место
вложение Gk ⊂ Gm

k,l и при этом

Y m
k, l(t) =

2t(1−k+ν(m+2))/2

B(k/2 + 1/2, ν − k/2 + 1/2)

∫ 1

0

(1−s2)(2ν+1−k)2−1skYk(τs) ds , τ =
2

m+ 2
t(m+2)/2 .

Следствие 4. Пусть ν ≥ 0, k ≥ 0, 2ν + 1 < k, m > −2 и A ∈ Gm
k,l. Тогда имеет место

вложение Gm
k,l ⊂ Gk и при этом

Yk(t) =
21+ν−(k−1)/(m+2) ((m+ 2)t)(k−1)/(m+2)−ν

B(ν + 1, k/2 − ν − 1/2)
×
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×
∫ 1

0

(1 − s2)(2ν+1−k)2−1sk+(k−1)/(m+2)−νY m
k,l

(

(

m+ 2

2
ts

)
2

m+2

)

ds .

Следствие 5. Пусть ν ≥ 0, 2ν + 1 = k, m > −2. Тогда Gm
k,l = Gk и

Y m
k, l(t) = tνm/2Yk(τ), τ =

2

m+ 2
t(m+2)/2 .

Вторая весовая задача Коши. В этом пункте для уравнения Мальмстена рас-

смотрим еще одну весовую задачу Коши. При 0 < ν <
1

2
, m > −1 будем разыскивать

решение уравнения (4), удовлетворяющее условиям

lim
t→0

(t(k−1+ν(m+2))/2u(t)) = u0, lim
t→0

(t(k−1+ν(m+2))/2u(t))′ = 0 . (11)

Покажем, что операторная функция Бесселя может быть также использована для
построения решения задачи (4), (11). Разрешающий оператор этой задачи обозначим
через Zm

k, l(t), а множество операторов A, для которых задача (4), (11) разрешима, обо-
значим через Hm

k, l.

Теорема 2. Пусть 0 < ν <
1

2
, m > −1, оператор A ∈ G1/2−ν и u0 ∈ D(A). Тогда

задача (4), (11) имеет решение, которое представимо в виде

Zm
k, l(t)u0 = t(1−k−ν(m+2))/2 Y1−2ν(τ)u0, τ =

2

m+ 2
t(m+2) . (12)

� Найдем первую и вторую производные от функции u(t) = Zm
k, l(t)u0. Имеем

u′(t) =

(

1 − k − ν(m+ 2)

2

)

t(−1−k−ν(m+2))/2Y1−2ν(τ)u0 + t(m+1−k−ν(m+2))/2Y ′
1−2ν(τ)u0 ,

u′′(t) =

(

1 − k − ν(m+ 2)

2

)(−1 − k − ν(m+ 2)

2

)

t(−3−k−ν(m+2))/2Y1−2ν(τ)u0+

+

(

m+ 2

2
− k − ν(m+ 2)

)

t(m−1−k−ν(m+2))/2Y ′
1−2ν(τ)u0 + t(2m+1−k−ν(m+2))/2Y ′′

1−2ν(τ)u0 .

Подставляя найденные производные в левую часть уравнения (4), получим

u′′(t) +
k

t
u′(t) +

l

t2
u(t) = t(2m+1−k−ν(m+2))/2Y ′′

1−2ν(τ)u0+

+

(

m+ 2

2
− ν(m+ 2)

)

t(m−1−k−ν(m+2))/2Y ′
1−2ν(τ)u0 . (13)
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Как и в теореме 1, нам понадобится уравнение, которому удовлетворяет функция
w(τ) = Y1−2ν(τ)u0,

w′′(τ) +
1 − 2ν

τ
w′(τ) = Aw(τ) . (14)

Подставив (13), (14) в уравнение (1), убеждаемся, что u(t) = Zm
k, l(t)u0 удовлетворяет

уравнению (1). Справедливость первого начального условия в (11) очевидна, а для
проверки второго воспользуемся формулой (9). Будем иметь

(t(k−1+ν(m+2))/2u(t))′ = (Y1−2ν(τ)u0)
′
t = tm/2Y ′

1−2ν(τ)u0 =
1

(m+ 2)(1 − ν)
tm+1Y3−2ν(τ)Au0 .

Поскольку по условию теоремы m > −1, то второе начальное условие в (10) также
выполнено. �

Следствие 6. Пусть ν > 0, m > −1, τ =
2

m+ 2
t(m+2)/2 и A – генератор ПКОФ

C1/2−ν(t). Тогда

Zm
k, l(t)u0 =

Γ(−ν + 1)(m+ 2)1/2−νt−(2k+m)/4

√
π

×

×
(

C1/2−ν(τ)u0 −
∫ 1

0

P ′
−ν−1/2(s)C1/2−ν(sτ)u0ds

)

. (15)

� Для доказательства следствия 6 достаточно воспользоваться теоремой 2 и фор-
мулой (3). �

Следствие 7. Пусть 0 < k ≤ 1 и A ∈ Gk. Тогда Z0
k,0(t)u0 = Yk(t)u0 и H0

k,0 = Gk.

� Для доказательства следствия 2 заметим, что при 0 < k ≤ 1, l = 0, m = 0 задача
(4), (11) превращается в задачу Коши (1), (2) для уравнения ЭПД. �

И в рассматриваемом случае справедливы аналоги следствий 3 – 5.

Следствие 8. Пусть ν > 0, 1 − 2ν > k ≥ 0, m > −1 и A ∈ Gk. Тогда имеет место
вложение Gk ⊂ Hm

k, l и при этом

Zm
k, l(t) =

2t(1−k−ν(m+2))/2

B(k/2 + 1/2, 1/2− ν − k/2)

∫ 1

0

(1 − s2)(1−2ν−k)2−1skYk(τs) ds ,

τ =
2

m+ 2
t(m+2)/2 .

Следствие 9. Пусть 0 < ν < 1/2, 1−2ν < k, m > −1 и A ∈ Hm
k, l. Тогда имеет место

вложение Hm
k, l ⊂ Gk и при этом

Yk(t) =
21−ν−(k−1)/(m+2) ((m+ 2)t)(k−1)/(m+2)+ν

B(1 − ν, k/2 + ν − 1/2)
×
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×
∫ 1

0

(1 − s2)(1−2ν−k)2−1sk+(k−1)/(m+2)+νZm
k, l

(

(

m+ 2

2
ts

)
2

m+2

)

ds .

Следствие 10. Пусть 0 < ν < 1/2, 1− 2ν = k, m > −1 и A ∈ Gk. Тогда Hm
k,l = Gk и

Zm
k, l(t) = t−νm/2Yk(τ), τ =

2

m+ 2
t(m+2)/2 .

Приводимое далее следствие вытекает из теорем 1, 2 и формулы сдвига по параметру
(10).

Следствие 11. Пусть 0 < ν < 1/2, m > −1 и A ∈ Hm
k, l. Тогда имеет место вложение

Hm
k, l ⊆ Gm

k,l и при этом

Y m
k, l(t) =

2tν(m+2)

B(1 − ν, 2ν)

∫ 1

0

(1 − s2)2ν+1s(k−1)/(m+2)−ν+1Zm
k, l(ts

2/(m+2)) ds . (16)

� Y2ν+1(t) выражается через Y1−2ν(t) при помощи формулы (10)

Y2ν+1(t) =
2

B(1 − ν, 2ν)

∫ 1

0

(1 − s2)2ν+1s1−2νY1−2ν(ts) ds . (17)

Учитывая в (17) равенства (6) и (12), получим требуемое соотношение (16). �

Третья весовая задача Коши. В этом пункте мы рассмотрим случай 0 < ν <
1/2, −2 < m ≤ −1, не охваченный второй весовой задачей Коши. При постановке
третьей весовой задачи Коши мы будем использовать дробную производную Капуто
C∂αu(t) порядка α при 0 < α < 1, которая имеет вид

C∂αu(t) =
1

Γ(1 − α)

∫ t

0

(t− s)−αu′(s) ds ,

где Γ(·) – гамма-функция.

Теорема 3. Пусть 0 < ν <
1

2
, −2 < m ≤ −1, оператор A ∈ G1/2−ν и u0 ∈ D(A). Тогда

определяемая равенством (12) функция u(t) = Zm
k, l(t)u0 удовлетворяет уравнению (4) и

начальным условиям

lim
t→0

(t(k−1+ν(m+2))/2u(t)) = u0, lim
t→0

C∂α(t(k−1+ν(m+2))/2u(t)) = 0 . (18)

� Для доказательства теоремы 3 достаточно проверить справедливость второго
условия в (18). Учитывая равенство (9) и начальные условия (2), которым удовлетво-
ряет ОФБ, получим

lim
t→0

C∂α(t(k−1+ν(m+2))/2u(t)) = lim
t→0

C∂αY1−2ν(τ)u0 =
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= lim
t→0

1

Γ(1 − ν(m+ 2))

∫ t

0

sm+1Y3−2ν

(

2
m+2

s(m+2)/2
)

Au0

(1 − ν)(m+ 2)(t− s)ν(m+2)
ds =

= lim
t→0

t(1−ν)(m+2)

Γ(1 − ν(m+ 2))

∫ 1

0

ξm+1Y3−2ν

(

2
m+2

(tξ)(m+2)/2
)

Au0

(1 − ν)(m+ 2)(1 − ξ)ν(m+2)
dξ = 0 . �
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WEIGHTED CAUCHY PROBLEM
FOR ABSTRACT MALMSTEN EQUATIONS

Glushak A.V., Pokruchin O.A.

Belgorod State University,

Studencheskaja St., 14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: glushak@bsu.edu.ru

Abstract. Some formulas related to the Cauchy problem solution for the abstract Malmsten

equation with the operator Bessel function are found. The equation contains the integrated cosine

operator function.

Key words: weighted Cauchy problem, integrated cosine operator function, Bessel operator

function.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ БЫСТРОПРОТЕКАЮЩИХ ПРОЦЕССОВ
ФИЛЬТРАЦИИ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ЧЕРЕЗ УСРЕДНЕНИЕ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СТРУКТУР: ОДНОСКОРОСТНОЙ КОНТИНУУМ3)

И.В. Некрасова

Белгородский государственный университет,

ул. Победы, 85, Белгород, 308015, Россия, e-mail: Nekrasova_i@bsu.edu.ru

Аннотация. В работе рассматривается линейная система дифференциальных уравнений,
описывающая совместное движение упругого пористого тела и вязкой несжимаемой жидко-
сти, заполняющей поры. В предположении периодичности структуры порового пространства
и малости характерного времени процесса предлагается строгий вывод усредненных уравне-
ний, которыми являются анизотропные уравнения Стокса для односкоростного континуума.
Доказательство основано на методе Нгуетсенга двухмасштабной сходимости усреднения пери-
одических структур.

Ключевые слова: уравнения Стокса, гидравлический разрыв, двухмасштабная сходи-

мость, усреднение периодических структур.

1. Введение

В настоящей статье рассматривается задача о совместном движении деформируемо-
го упругого тела, перфорированного системой каналов (пор), заполненных жидкостью.
Такие среды называются упругими пористыми средами и являются достаточно хоро-
шим приближением реальных консолидированных грунтов. Твёрдая компонента такой
среды называется скелетом грунта, а область занятая жидкостью – поровым простран-
ством. В безразмерных (не отмеченных штрихами) переменных

x′ = Lx, t′ = τt, w′ =
L2

gτ 2
w, ρ′s = ρ0ρs, ρ′f = ρ0ρf , F ′ = gF ,

дифференциальные уравнения модели для безразмерного вектора перемещений w в
области Ω ∈ R3 имеют вид:

ρ̄
∂2w

∂t2
= divP + ρ̄F , (1)

P = χ̄αµD

(

x,
∂w

∂t

)

+ (1 − χ̄)αλD(x,w) − p I , (2)

divw = 0 , (3)

3Работа поддержана РФФИ (грант 03-01-11111).
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p = χ̄pf + (1 − χ̄)ps . (4)

Здесь и далее мы будем обозначать

D(x,u) = (1/2)
(

∇u+ (∇u)T
)

, ρ̄ = χ̄ρf + (1 − χ̄)ρs,

I – единичный тензор, pf – давление жидкости, ps – давление в твердом скелете, L –
характерный макроскопический размер (размер рассматриваемой области), τ – харак-
терное время процесса, ρf и ρs – средние безразмерные плотности жидкой и твердой
фаз (отнесенные плотности воды ρ0) соответственно, g – величина ускорения силы тя-
жести. Характеристическая функция порового пространства χ̄(x) и вектор удельных
массовых сил F (x, t) считаются известными.

Заметим, что предположение о несжимаемости жидкости автоматически влечет не-
сжимаемость твёрдого скелета, поскольку скорость звука в твёрдой среде в несколько
раз больше скорости звука в жидкости. А как известно, мерой несжимаемости (сжима-
емости) является скорость звука – менее сжимаемая среда обладает большей скоростью
звука. В силу этого уравнения неразрывности для жидкой и твердой компонент среды
можно записать в виде одного уравнения (1.3), справедливого всюду в области Ω.

Дифференциальные уравнения (1)–(4) означают, что скорость v = ∂w/∂t удовле-
творяет уравнениям Стокса в поровом пространстве Ωf , а вектор перемещений w удо-
влетворяет уравнениям Ламэ в твёрдом скелете Ωs.

На границе Γ "твёрдый скелет – поровое пространство" вектор перемещений w и
давление жидкости pf удовлетворяют условиям непрерывности перемещений

[w](x0, t) = 0 , x0 ∈ Γ, t ≥ 0 (5)

и нормальных напряжений

[P · n](x0, t) = 0, x0 ∈ Γ, t ≥ 0, (6)

где n(x0) – вектор единичной нормали к границе в точке x0 ∈ Γ и

[ϕ](x0, t) = ϕ(s)(x0, t) − ϕ(f)(x0, t),

ϕ(s)(x0, t) = lim
x → x0

x ∈ Ωs

ϕ(x, t), ϕ(f)(x0, t) = lim
x → x0

x ∈ Ωf

ϕ(x, t).

Для простоты изложения считаем, что область Ω есть единичный куб (0, 1)×(0, 1)×
(0, 1) ⊂ R3.

Задача замыкается однородными начальными и граничными условиями

w(x, 0) = 0,
∂w

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (7)

w(x, t) = 0, x ∈ S1, (8)

(P · n)(x, t) = 0, x ∈ S2, (9)
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где
S2 = {0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, x3 = 1},

S̄1

⋃

S̄2 = S = ∂Ω.

Безразмерные постоянные αµ и αλ определяются формулами

αµ =
2µτ

L2ρ0
, αλ =

2λτ 2

L2ρ0
,

где µ – вязкость жидкости, λ – упругая постоянная Ламэ.
Математическая модель (1)–(9) общепринята и содержит естественный малый пара-

метр ε, которым является отношение среднего размера пор l к характерному размеру
L рассматриваемой области:

ε =
l

L
.

Пусть выполнено следующее

Предположение 1.1. Область Ω = (0, 1)3 есть периодическое повторение элемен-
тарной ячейки Y ε = εY , где Y = (0, 1)3 и величина 1/ε есть целое число так, что Ω
всегда содержит целое число элементарных ячеек Y ε. Пусть Ys есть "твёрдая" часть
Y , и ее "жидкая" часть Yf есть открытое дополнение Ys в Y и граница γ = ∂Yf

⋂

∂Ys

между "жидкой" и "твёрдой" компонентами есть липшицева поверхность.
Поровое пространство Ωε

f есть периодическое повторение элементарной ячейки εYf ,
твёрдый скелет Ωε

s есть периодическое повторение элементарной ячейки εYs а граница
Γε = ∂Ωε

s

⋂

∂Ωε
f есть периодическое повторение в Ω границы εγ. Твёрдый скелет Ωε

s и
"поровое пространство" Ωε

f являются связными множествами.

χ̄(x) = χε(x) = χ (x/ε) ,

ρ̄ = ρε(x) = χε(x)ρf + (1 − χε(x))ρs,

где χ(y) – характеристическая функция Yf в Y .
Нашей целью является нахождение предельного режима (усредненных уравнений)

точной модели (1.1)-(1.9) при εց 0 в случае, когда

0 < µ0 <∞, λ0 = 0, λ1 = ∞ ,

где

µ0 = lim
εց0

αµ(ε), λ0 = lim
εց0

αλ(ε), λ1 = lim
εց0

αλ

ε2
.

Отметим, что данный случай возникает при описании быстро протекающих физи-
ческих процессов таких, например, как гидро-разрыв нефтяного пласта, когда длитель-
ность процесса исчисляется долями секунд. Случай условий Дирихле был рассмотрен
в [1]. Там же можно найти соответствующую библиографию.
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2. Формулировка основных результатов

Существуют различные эквивалентные в смысле теории распределений формы за-
писи уравнений (1) в каждой из областей Ωε

f и Ωε
s и краевых условий (5)–(6) на границе

Γε между поровым пространством Ωε
f и твёрдым скелетом Ωε

s. Для нас будет удобной
запись в виде интегральных тождеств.

Назовём функции
(

wε, pε
)

обобщённым решением задачи (1)–(9), если они удовле-
творяют условиям регулярности

wε, D(x,wε), pε ∈ L2(ΩT ) (10)

в области ΩT = Ω × (0, T ), граничному условию (8), уравнению неразрывности

divwε = 0 (11)

почти всюду в области ΩT , интегральному тождеству

∫

ΩT

(

ρεwε · ∂
2ϕ

∂t2
− χεαµD(x,wε) : D(x,

∂ϕ

∂t
) − ρεF ·ϕ +

+
(

(1 − χε)αλD(x,wε) − pεI

)

: D(x,ϕ)
)

dxdt = 0 ,

(12)

для всех гладких вектор-функций ϕ = ϕ(x, t) таких, что

ϕ(x, t) = 0, x ∈ S1, t > 0; ϕ(x, T ) =
∂ϕ

∂t
(x, T ) = 0, x ∈ Ω .

Очевидно, что давление pε определяется с точностью до аддитивной постоянной.
Фиксируем эту постоянную условием

∫

Ω

pε dx = 0 . (13)

В (12) через A : B обозначена свертка двух тензоров второго ранга по обоим индек-
сам, т.е. A : B = tr (B∗ ◦ A) =

∑3
i,j=1AijBji.

Теорема 1. Пусть функции F , ∂F /∂t ограничены в L2(ΩT ):

∫

ΩT

(

|F |2 +

∣

∣

∣

∣

∂F

∂t

∣

∣

∣

∣

2
)

dxdt ≤ F 2 .

Тогда при всех ε > 0 на произвольном интервале времени [0, T ] существует единственное
обобщенное решение задачи (1)–(9) и справедливы оценки

√
αµ

∥

∥

∥

∥

χε
D

(

x,
∂wε

∂t
(t)

)∥

∥

∥

∥

2,Ω

+
√
αλ

∥

∥

∥

∥

(1 − χε)D

(

x,
∂wε

∂t
(t)

)∥

∥

∥

∥

2,Ω

≤ C0F
2 , (14)
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√
αµ

∥

∥

∥

∥

χε
D

(

x,
∂2wε

∂t2
(t)

)∥

∥

∥

∥

2,ΩT

+

∥

∥

∥

∥

∂2wε

∂t2
(t)

∥

∥

∥

∥

2,Ω

+ ‖pε(t)‖2,Ω ≤ C0F
2 , (15)

где C0 не зависит от малого параметра ε и t ∈ [0, T ].

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы теоремы 1. Тогда:
1) для функций ∂wε/∂t существует продолжение vε из Ωε

f × (0, T ) в ΩT и

‖vε(t)‖ 2,Ω ≤ C0

∥

∥

∥

∥

χε∂w
ε

∂t
(t)

∥

∥

∥

∥

2,Ω

,

∥

∥

∥

∥

∂vε

∂t
(t)

∥

∥

∥

∥

2,Ω

≤ C0

∥

∥

∥

∥

χε∂
2wε

∂t2
(t)

∥

∥

∥

∥

2,Ω

,

∫

Ω

|D(x,vε)|2 dx ≤ C0

∫

Ω

χε

∣

∣

∣

∣

D

(

x,
∂wε

∂t

)∣

∣

∣

∣

2

dx ,

∫

ΩT

∣

∣

∣

∣

D

(

x,
∂vε

∂t

)∣

∣

∣

∣

2

dxdt ≤ C0

∫

ΩT

χε

∣

∣

∣

∣

D

(

x,
∂2wε

∂t2

)∣

∣

∣

∣

2

dxdt ,

где C0 не зависит от малого параметра ε и t ∈ [0, T ];
2)существует подпоследовательность из {ε > 0} и 1 – периодические по переменной y

функции U(x,y, t) и P (x,y, t), такие что последовательности {vε} и {∂vε/∂t} сходятся
сильно в L2(ΩT ) и слабо в L2((0, T );W 1

2 (Ω)) к функциям v и ∂v/∂t соответственно,
а последовательности {D(x,vε)} и {D(x, ∂vε/∂t)} сходятся двухмасштабно в L2(ΩT ) к
функциям D(x,v) + D(y,U) и D(x, ∂v/∂t) + D(y, ∂U/∂t) соответственно;

3)последовательности {∂wε/∂t} и {∂2wε/∂t2} сходятся двухмасштабно в L2(ΩT ) к
функциям v(x, t) и ∂v/∂t(x, t) соответственно;

4) последовательности {pε} {χεpε} и {(1−χε)pε} сходятся слабо в L2(ΩT ) к функциям
p = pf + ps, pf и ps соответственно и двухмасштабно в L2(ΩT ) к функциям P , χ(y)P и
(1/(1 −m)

(

1 − χ(y)
)

ps(x, t) соответственно;

5) функция v обращается в ноль на части S1 границы S, то есть

∫ T

0

∫

S1

|v(x+ δn, t)| dσdt→ 0 при δ → 0,

где n – вектор единичной нормали к границе S1 в точке x.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда слабые и сильные пределы
pf , ps и v удовлетворяют в ΩT начально-краевой задаче

ρ̂
∂v

∂t
= div P̃ + ρ̂F , (16)

P̃ = µ0A
f
0 : D(x,v) − p I , (17)

div v = 0 , (18)

где ρ̂ = mρf + (1 −m)ρs , m =
∫

Y
χdy – пористость среды.
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Симметричный строго положительно определенный постоянный тензор четвертого
ранга A

f
0 дается ниже формулой (45).

Дифференциальные уравнения (16) замыкаются однородными краевыми и началь-
ными условиями

v(x, 0) = 0, x ∈ Ω;

v(x, t) = 0, x ∈ S1 , (P̃ · n)(x, t) = 0, x ∈ S2 , t > 0. (19)

3. Доказательство теоремы 1

Оценки (14) и (15) для перемещений следуют из энергетического тождества в форме

d

dt

(

∫

Ω

ρε

(

∂2wε

∂t2

)2

dx + αλ

∫

Ω

(1 − χε)D

(

x,
∂wε

∂t

)

: D

(

x,
∂wε

∂t

)

dx

)

+ αµ

∫

Ω

χε
D

(

x,
∂2wε

∂t2

)

: D

(

x,
∂2wε

∂t2

)

dx =

∫

Ω

∂F

∂t
· ∂

2wε

∂t2
dx . (20)

Последнее получается после дифференцирования уравнения для wε по времени,
умножения на ∂2wε/∂t2 и интегрирования по частям. Заметим, что все слагаемые не
границе Γε «твёрдый скелет – поровое пространство» исчезают, благодаря граничным
условиям (5)–(6). Используя неравенства Гёльдера и Гронуолла в (20), получаем требу-
емые оценки (14) и (15) для перемещений. Эти же оценки гарантирует существование и
единственность обобщенного решения задачи (1)–(9). Для этого достаточно воспользо-
ваться методом Галеркина, рассмотрев в качестве базового пространство соленоидаль-
ных функций из W 1

2 (Ω), удовлетворяющих условию (8), а в качестве базиса – любой
базис, ортонормированный в скалярном произведении пространства L2(Ω).

Для оценки давлений мы используем интегральное тождество (12) в форме

∫

Ω

pεdivψdx =

∫

Ω

(

ρε

(

∂2wε

∂t2
− F

)

·ψ +

(

χεαµD

(

x,
∂wε

∂t

)

+ (1 − χε)αλD (x,wε)

)

: D(x,ψ)

)

dx ,

Рассматривая давление pε как линейный функционал на пространстве
◦

W 1
2 (Ω), мы по-

лучаем
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

pεdivψdx

∣

∣

∣

∣

≤ C0 max
0≤t≤T

‖ψ(t)‖W 1
2 (Ω) ,

где C0 не зависит от малого параметра ε.
Выбирая функцию ψ такой, что divψ = pε, мы получаем

max
0≤t≤T

‖divψ(t)‖2
Ω = max

0≤t≤T
‖pε(t)‖2

Ω ≤ C0 max
0≤t≤T

‖ψ(t)‖W 1
2 (Ω) . (21)
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Такой выбор ψ всегда возможен (см. [2]), если положить

ψ = ∇ϕ+ψ0 ,

где
△ϕ = pε, x ∈ Ω , ϕ = 0, x ∈ S , (22)

divψ0 = 0 , x ∈ Ω , ψ0 = −∇ϕ , x ∈ S. (23)

Продолжая решение ϕ задачи (22) как нечетную функцию на границе S мы полу-
чаем

ϕ ∈
◦

W 2
2 (Ω) и max

0≤t≤T
‖∇ϕ(t)‖W 1

2 (Ω) ≤ C max
0≤t≤T

‖pε(t)‖Ω .

Далее, рассматриваем решение ψ0 задачи (23) как решение системы Стокса:

△ψ0 + ∇q = 0, divψ0 = 0, x ∈ Ω

с неоднородным граничным условием

ψ0 = −∇ϕ, x ∈ S.

Задача имеет единственное решение, такое что

max
0≤t≤T

‖ψ0(t)‖W 1
2 (Ω) ≤ C max

0≤t≤T
‖∇ϕ(t)‖W 1

2 (Ω) ,

тогда и только тогда, когда
∫

Ω

div(∇ϕ)dx ≡
∫

Ω

∆ϕdx =

∫

Ω

pεdx = 0.

Справедливость последнего следует из условия (13). Используя все оценки, мы по-
лучим желаемые ограничения для давления pε. В итоге, благодаря тому, что произве-
дение двух функций pε и (1 − χε)pε равно нулю, приходим к ограниченности каждого
из давлений.

4. Доказательство теоремы 2

Первое утверждение теоремы есть результат работы [3].
Оценки (14) и (15) Теоремы 1 и теорема Нгуетсенга [4] доказывают второе утвер-

ждение теоремы.
Третье утверждение теоремы вытекает из следующей леммы.

Лемма 4.1. Слабые и двухмасштабные пределы последовательностей {vε} и
{∂wε/∂t} совпадают.

� Пусть Ψ(x, t,y) – произвольная гладкая функция периодическая по y. Последо-
вательность {σε

ij}, где

σε
ij =

∫

Ω

√
αλ

∂2wε
i

∂xj∂t
(x, t) Ψ(x, t,x/ε)dx, wε = (wε

1, w
ε
2, w

ε
3)
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равномерно ограничена по ε. Следовательно,

∫

Ω

ε
∂2wε

i

∂xj∂t
(x, t) Ψ(x, t,x/ε)dx =

ε√
αλ

σε
ij → 0

при εց 0, что эквивалентно следующему:

∫

Ω

∫

Y

∂Wi

∂t
(x, t,y)

∂Ψ

∂yj
(x, t,y)dxdy = 0 , W = (W1,W2,W3),

или
∂W

∂t
(x, t,y) =

∂w

∂t
(x, t) .

Переходя к двухмасштабному пределу при εց 0 в равенстве

χε

(

vε − ∂wε

∂t

)

= 0

мы приходим к утверждению леммы. �

Пятое утверждение теоремы есть следствие леммы:

Лемма 4.2. Пусть функции

vε ∈ L2(0, T ;W 1
2 (Ω))

и vε = 0 в части σε = S0 ∩ Sε
f ⊂ Sε

f = ∂Ωε
f ∩ ∂Ω границы S = ∂Ω, последовательность

{vε} сходится слабо в L2(0, T ;W 1
2 (Ω)) к функции v.

Тогда v = 0 в части S0 границы S, то есть

∫ T

0

∫

S0

|v(x+ δn, t)| dσdt→ 0 при δ → 0 ,

где n – вектор единичной нормали к границе S в точке x.

� В качестве упрощающего допущения примем S0 = S ∩ {x3 = 0}. Пусть ϕ(x′, t) =
ϕ(x1, x2, t) – гладкая финитная в S0 вектор-функция. Утверждение леммы эквивалент-
но тождеству

∫ T

0

∫

Ω

ϕ

(

v
dψ

dx3
+ ψ

dv

dx3

)

dxdt = 0 (24)

для некоторой гладкой функции ψ = ψ(x3), такой что

ψ ≡ 1 при x3 = 0 и ψ ≡ 0 при x3 = 1.

Это следует из очевидного тождества

∫ T

0

∫

Ω

ϕ

(

vε dψ

dx3
+ ψ

dvε

dx3

)

dxdt = −
∫ T

0

∫

S0

ϕvε dσdt ≡ Jε,
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если мы покажем, что
Jε → 0 при ε→ 0.

Для этого рассмотрим все подобласти Ωε
(k) = εY + x(k), прилегающие к границе S0.

Пусть
ṽ(y, t) = vε(x, t), где x = εy + x(k).

По условию леммы существует прямоугольник

σ0 = {y′ : α1 < y1 < β1, α2 < y2 < β2},

такой что ṽ = 0 наσ0. Пусть

Q = {y : α1 < y1 < β1, α2 < y2 < β2 , 0 < y3 < 1}.

Тогда действует неравенство Пуанкаре-Фридрихса
∫

Q

|ṽ|2 dy ≤
∫

Q

|∇yṽ|2 dy. (25)

Далее мы рассматриваем параллелепипед

G = {y : α1 < y1 < β1, 0 < y2 < 1, 0 < y3 < 1} .

Интегрируя равенство

|ṽ|2(y) = |ṽ|2(y1, ξ, y3) + 2

∫ ξ

y2

ṽ(y1, s, y3)
∂ṽ

∂y2
(y1, s, y3) ds

по переменной ξ в интервале (α2, β2), затем по переменной y1 в интервале (α1, β1), затем
по переменным y2 и y3 в интервале (0, 1) и оценивая правую часть с использованием
неравенства Гёльдера и (25) получим

∫

G

|ṽ|2 dy ≤ C

∫

G

|∇yṽ|2 dy.

Повторяя последнюю процедуру еще раз для переменной y1, получим
∫

Y

|ṽ|2 dy ≤ C

∫

Y

|∇yṽ|2 dy . (26)

Возвращаясь к исходным переменным, имеем
∫

Ωε
(k)

|v|2 dx ≤ Cε2

∫

Ωε
(k)

|∇xv|2 dx . (27)

Пусть Qε – объединение всех Ωε
(k), прилегающих к границе S0. Тогда

∫

Qε

|v|2 dx ≤ Cε2

∫

Qε

|∇xv|2 dx . (28)
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Как и в предыдущем случае, рассматривая представление

|vε|2(x′, 0) = |vε|2(x′, x3) + 2

∫ x3

0

v(x′, s)
∂v

∂x3

(x′, s) ds ,

покажем, что

ε

∫

S0

|vε|2 dx′ ≤
∫

Qε

|vε|2 dx+ 2ε

(
∫

Qε

|vε|2 dx
)

1
2
(
∫

Qε

|∇xv
ε|2 dx

)
1
2

или, учитывая (28),
∫

S0

|vε|2 dx ≤ Cε

∫

Qε

|∇xv
ε|2 dx .

Следовательно

|Jε| ≤
(
∫ T

0

∫

S0

|vε|2 dxdt
)

1
2
(
∫ T

0

∫

S0

|ϕ|2 dxdt
)

1
2

≤ C

(

ε

∫ T

0

∫

Qε

|∇xv
ε|2 dxdt

)

1
2

и
Jε → 0 при ε → 0 .

Далее покажем, что тождество (24) заключает в себе утверждение леммы. Полагаем

u(x3) =

∫ T

0

∫

S0

ϕ(x′, t)v(x, t) dx′dt .

Тогда имеем
∫ 1

0

(

u(s)
dψ

ds
(s) + ψ

du

ds
(s)

)

ds = 0 . (29)

Заметим, что функция u непрерывна. Следовательно, выбирая в качестве ψ кусочно-
линейную функцию, такую что ψ(s) = 1 при 0 < s < x3 , иψ(s) = 0 при s > x3 + δ,
переходя к пределу при δ → 0, получаем следующее равенство

u(x3) =

∫ x3

0

du

ds
(s) ds ,

или
∫ T

0

∫

S0

ϕ(x′, t)v(x, t) dx′dt =

∫ T

0

∫ x3

0

∫

S0

ϕ(x′)
∂v

∂s
(x′, s, t) dxdt . (30)

Далее, для фиксированного x3 принимаем ϕ = sgnv(x, t). Тогда

∫ T

0

∫

S0

|v(x′, x3, t)| dx′dt ≤ Cx3 . �

Наконец, четвертое утверждение теоремы доказывается, наряду с другими утвер-
ждениями в нижеследующей лемме.
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Лемма 4.3 Для почти всех (x, t) ∈ ΩT и y ∈ Y слабые и двухмасштабные пределы
последовательностей {χεpε}, {(1 − χε)pε}, {wε} и {vε} удовлетворяют соотношениям

Ps = ps
(1 − χ)

(1 −m)
, Pf = χPf , (31)

div v = 0 , (32)

χ divy V = 0 . (33)

� Для доказательства (31), в интегральное тождество (12) подставим пробную функ-
цию вида ψε = εψ (x, t,x/ε), где ψ(x, t,y) – произвольная 1-периодическая, финитная
в области Ys функция от y. Переходя к пределу при εց 0, мы получим

∇yPs(x, t,y) = 0 , y ∈ Ys . (34)

Далее, осуществляя двухмасштабный предельный переход в равенстве

χε ((1 − χε)pε) = 0 ,

получим

χPs = 0,

что вместе с (34) доказывает (31).
Для доказательства (32) достаточно рассмотреть уравнение неразрывности в виде

∫ T

0

∫

Ω

∂wε

∂t
· ∇ϕ(x, t)dxdt = 0 ,

справедливое для всякой гладкой финитной в ΩT функции ϕ, и перейти к пределу при
ε ց 0. Для доказательства (33), достаточно рассмотреть двухмасштабный предел в
уравнении (11) при ε ց 0 с пробными функциями вида εψ (x/ε)h(x, t), где ψ и h –
произвольные гладкие функции и учесть (32). �

5. Доказательство теоремы 3

Доказательство теоремы разобьем на ряд независимых утверждений.

Лемма 4.4. Для всех (x, t) ∈ ΩT выполняется соотношение

divy

(

µ0χ(D(y,V ) + D(x,v)) −
(

Pf +
(1 − χ)

(1 −m)
ps

)

, I

)

= 0 . (35)

� Подставляя пробную функцию вида ψε = εψ (x, t,x/ε), где ψ(x, t,y) – произволь-
ная 1-периодическая в y функция, исчезающая на границе S1, в интегральное тождество
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(12), и переходя к пределу при ε ց 0, получим уравнение (35), которое можно также
переписать в виде

divy

(

χ

(

µ0(D(y,V ) + D(x,v)) −
(

Pf − 1

(1 −m)
ps

)

I

))

= 0 . � (36)

Лемма 4.5. Пусть ρ̂ = mρf + (1 −m)ρs. Тогда функции v и p удовлетворяют в ΩT

системе макроскопических уравнений

ρ̂
∂v

∂t
− ρ̂F = div {µ0(mD(x,v) + 〈D(y,V ) 〉Yf

) − p · I} , (37)

и однородному начальному условию

v(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (38)

� Уравнения (37) и начальное условие (38) есть результат предельного перехода в
тождестве (12) с пробными функциями, не зависящими от ε в ΩT . �

Лемма 4.6. Слабые пределы v, pf и ps удовлетворяют в ΩT начально-краевой задаче

ρ̂
∂v

∂t
= div P̃ + ρ̂F , (39)

P̃ = µ0A
f
0 : D(x,v) − p I , (40)

div v = 0 , (41)

где симметричный строго положительно определенный тензор четвертого ранга A
f
0

определён ниже формулой (45).
Дифференциальные уравнения (39) дополняются однородными начальными и кра-

евыми условиями
v(x, 0) = 0 , x ∈ Ω;

v(x, t) = 0, x ∈ S1 , (P̃ · n)(x, t) = 0 , x ∈ S2 , t > 0 . (42)

� Усредненные уравнения (39) следуют из макроскопических уравнений (36), после
подстановки в них выражения

µ0〈D(y,V )〉Yf
= µ0A

f
1 : D(x,v).

В свою очередь, последняя формула есть результат решения уравнений (33) и (36) на
элементарной ячейке Yf .

Действительно, полагая

V =

3
∑

i,j=1

V (ij)(y)Dij ,
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(

Pf − 1

(1 −m)
ps

)

I = µ0

3
∑

i,j=1

P ij(y)Dij ,

где

Dij(x, t) =
1

2

(

∂vi

∂xj

(x, t) +
∂vj

∂xi

(x, t)

)

,

получим следующую периодическую краевую задачу в Y :

divy

(

χ
(

D(y,V (ij)) − P (ij)
I + J

ij
))

= 0 , (43)

χ divy V
(ij) = 0 . (44)

Как следует из предположения о геометрии "жидкой" части ячейки Yf , задача (43)–
(44) имеет единственное решение, с точностью до постоянного вектора. С целью исклю-
чения произвола потребуем, чтобы

〈V (ij)〉Yf
= 0 .

Таким образом

A
f
0 = m J + A

f
1 , A

f
1 =

3
∑

i,j=1

〈D(y,V (ij)) 〉Yf
⊗ J

ij , (45)

Симметричность тензора A
f
0 следует из симметричности тензора A

f
1 . Симметрич-

ность последнего следует из равенства

〈D(y,V (ij)) 〉Yf
: J

kl = −〈D(y,V (ij)) : D(y,V (kl)) 〉Yf
(46)

которое, в свою очередь, является результатом умножения уравнения (43) для функции
V (ij) на V (kl) и интегрирования по частям.

Это же равенство доставляет нам положительную определенность тензора A
f
0 . Дей-

ствительно, пусть Z = (Zij) есть произвольная симметричная матрица. Полагая

Z =

3
∑

i,j=1

V (ij)Zij

и учитывая (46) получаем

〈D(y,Z) 〉Yf
: Z = −〈D(y,Z) : D(y,Z) 〉Yf

.

Последнее равенство и определение тензора A
f
0 дают

(Af
0 : Z) : Z = 〈(D(y,Z) + Z) : (D(y,Z) + Z)〉Yf

.
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Строгая положительная определенность тензора A
f
0 следует теперь из вышеприведенно-

го равенства и геометрии элементарной ячейки Yf . А именно, положим (As
0 : Z) : Z = 0

для некоторой матрицы Z, такой что Z : Z = 1. Тогда (D(y,Z) + Z) = 0, что возможно
если, и только если Z – линейная функция переменной y. С другой стороны, все линей-
ные периодические функции в Yf исчерпываются постоянными. Наконец, нормировка
〈V (ij)〉Yf

= 0 влечет равенство Z = 0. Последнее невозможно, поскольку функции V (ij)

линейно независимы. �
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MATHEMATICAL MODELING
OF SHORT-TIME FILTRATION OF IMCOMPRESSIBLE FLUID.

THE AVERAGE OF PERIODIC STRUCTURES
AND THE ONE-VELOCITY CONTINUUM

I.V. Nekrasova
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Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: Nekrasova_i@bsu.edu.ru

Abstract. The linear system of differential equations describing the joint motion of elastic
porous body and the viscous imcompressible fluid that occupies its porous space. We suppose that
the porous space is periodical and the characteristic time of process is small enough. It is proposed
the deduction of averaged equations which are non-isotropic Stokes equations in the one-velocity
continuum. Our proof is based on Nguetseng’s two-scale convergence method at the average in
periodic structures.

Key words: Stokes equations, hydraulic discontinuity, two-scale convergence, homogenization
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ВТОРАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ
В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

В.А. Остапенко

Днепропетровский национальный университет,

Днепропетровск, 49010, Украина, e-mail: victor.ostapencko@yandex.ru

Аннотация. Рассмотрена вторая краевая задача для телеграфного уравнения в ограни-
ченной области. Получено решение этой задачи в квадратурах. Построение точного решения
задачи основано на применении метода отражений и на разработанном в [1] методе интеграль-
ного представления достаточно широкого класса решений телеграфного уравнения.

Ключевые слова: телеграфное уравнение, краевая задача, ограниченная область.

Введение

Основным математическим аппаратом, описывающим распространение волн раз-
личной физической природы в средах, обладающих сопротивлением, является теле-
графное уравнение. Использование телеграфного уравнения позволяет учесть реально
существующее сопротивление среды и выяснить характер затухания волн, вызванно-
го этим сопротивлением. С целью решения такого рода задач в [1] разработан метод
интегрального представления решений телеграфного уравнения с помощью функции
Римана. Сочетание такого интегрального представления с методом продолжений позво-
лило получить точное решение второй краевой задачи [2] в полуограниченной области.
В ограниченных областях с необходимостью возникают дополнительные волны, являю-
щиеся результатом отражения первичных волн от граничной поверхности. В настоящей
статье с помощью комбинации интегрального представления решений, метода продол-
жений и метода отражений строится решение первой краевой задачи в ограниченной
области. Учтено, что если краевые условия на обеих границах области неоднородны,
краевую задачу можно разбить на две вспомогательные задачи, в каждой из которых
неоднородным является только одно краевое условие. Поэтому, не нарушая общности,
достаточно рассмотреть вторую краевую задачу с одним неоднородным краевым усло-
вием.

1. Постановка задачи

Рассматривается следующая краевая задача: в области 0 < x − xn < l, t > tn
требуется найти решение телеграфного уравнения

∂2 u(x, t)

∂x2
− 1

a2
· ∂

2 u(x, t)

∂t2
+D

∂u(x, t)

∂t
+B

∂u(x, t)

∂x
+ Cu(x, t) = 0 (1)
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с постоянными a2, B, C,D, удовлетворяющее начальным условиям

u(x, tn) = 0; ut(x, tn) = 0, 0 < x− xn < l (2)

и краевым условиям второго типа

ux(xn, t) = ν(t− tn); ux(xn + l, t) = 0, t > tn. (3)

2. Решение задачи

Для решения этой задачи применяется метод, разработанный в [3,4]. Решение по-
ставленной задачи основано на установленном в [1] факте, что в случае краевых условий
второго типа решением дифференциального уравнения (1) является функция

u(x, t) = e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn

a

t−tn+ x−xn
a

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 ω(η)dη

с произвольной функцией ω(η). Здесь J0(z) – функция Бесселя нулевого порядка,

z =
√

c1[(x− xn)2 − a2((t− tn) − η)2] ; (4)

c1 = C +
D2a2

4
− B2

4
. (5)

Функция ω(η) должна быть определена на всей числовой оси. Так как в краевом
условии (3) функция ν(t) определена лишь на полуоси, необходимо построить ее про-
должение на всю ось t. Учитывая нулевые начальные условия (2) для ν(t), продолжение
функции ν(t) на всю ось t, с необходимостью, выглядит следующим образом:

N (t− tn) =

{

ν (t− tn) , t > tn;

0, t < tn.
(6)

Первое краевое условие (3) также продолжается на всю ось t:

ux (xn, t) = N (t− tn) . (7)

Учитывая, что, по постановке задачи, волны в среде возбуждаются на левом кон-
це и распространяются в среду в направлении положительных x, на начальном этапе
решение задачи отыскивается в виде функции

u(x, t) = 2e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη (8)

с неизвестной функцией N0(η). Здесь z и c1 определяются формулами (4) и (5) соот-
ветственно. Функция (8) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) при произ-
вольной функции N0(t).
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С целью дальнейшего построения решения и для анализа краевого условия (7) вы-
числим производную по x от функции более общего вида

u(x, t) = 2e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 Nn(η)dη . (9)

В результате, получим

∂u(x, t)

∂x
= −1

a
· e

−B(x−xn)
2 · e

Da(x−xn+2nl)
2 J0(zn)Nn

(

t− tn − x− xn + 2nl

a

)

−

− e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

[

B

2
J0(z) + c1

x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 Nn(η)dη . (10)

При вычислении этой производной учтено, что

∂z

∂x
=
c1(x− xn)

z
;

∂J0(z)

∂x
=
dJ0(z)

dz
· ∂z
∂x

=
c1(x− xn)

z
· dJ0(z)

dz
= −c1(x− xn)

z
J1(z) ;

так как
dJ0(z)

dz
= −J1(z) .

В формуле (10) zn – значение функции z при η = t− tn − x−xn+2nl
a

, то есть

zn =

√

√

√

√c1

[

(x− xn)2 − a2

(

(t− tn) −
(

t− tn − x− xn + 2nl

a

))2
]

=

=
√

c1[(x− xn)2 − (x− xn + 2nl)2] . (11)

Поэтому с помощью формулы (10), учтя, что при η = t− tn− x−xn

a
z = 0, а J0(0) = 1,

получаем

∂u0(x, t)

∂x
= −2

a
e

−(B−Da)(x−xn)
2 N0

(

t− tn − x− xn

a

)

−

− 2e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn

a

0

[

B

2
J0(z) + c1

x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη . (12)

Подставим теперь форму решения (8)в краевое условие (7) с учетом (12). В резуль-
тате, получим

−2

a
N0(t− tn) − B

∫ t−tn

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη = N(t− tn) . (13)
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В равенстве (13) следует принимать

z|x=xn
= a(t− tn − η)

√
−c1 . (14)

Равенство (13) представляет собой интегральное уравнение для определения функ-
ции N0. Выполним в уравнении (13) преобразование

τ = t− tn . (15)

Тогда уравнение (13) примет вид

−1

a
N0(τ) −

B

2

∫ τ

0

J0(a(τ − η)
√
−c1 ) e

Da2 (τ−η)
2 N0(η)dη =

1

2
N(τ) . (16)

Из уравнения (16) и определения (6) функции N(τ) следует, что N0(τ) обладает
следующим свойством:

N0(τ) ≡ 0 , τ < 0. (17)

В силу свойства (17) функция (6) удовлетворяет начальным условиям (2). Действи-
тельно, при t = tn из формулы (8) получаем

u0(x, tn) = 2e
−B(x−xn)

2

∫ −x−xn
a

0

J0(z)e
−Da2 η

2 N0(η)dη .

При x − xn > 0 верхний предел интегрирования в этой формуле отрицателен и,
следовательно, на основании свойства (17) функции N0(τ), u0(x, tn) = 0. Иными слова-
ми, функция (8) удовлетворяет первому начальному условию (2). Продифференцируем
функцию (9) по t. В результате, получим

∂u(x, t)

∂t
= e−

B(x−xn)
2

[

e
Da(x−xn+2nl)

2 J0(zn)Nn

(

t− tn − x− xn + 2nl

a

)

+

+

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

[

Da2

2
J0(z) + c1a

2 t− tn − η

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 Nn(η)dη

]

. (18)

При вычислении этой производной учтено, что

∂z

∂t
= −c1a

2(t− tn − η)

z
;

∂J0(z)

∂t
=
dJ0(z)

dz
· ∂z
∂x

= −c1a
2(t− tn − η)

z
· dJ0(z)

dz
=
c1a

2(t− tn − η)

z
J1(z) .

С помощью формулы (18) получаем из (8)

∂u0(x, t)

∂t
= 2e−

B(x−xn)
2

[

e
Da(x−xn)

2 N0

(

t− tn − x− xn

a

)

+

+ 2

∫ t−tn−
x−xn

a

0

[

Da2

2
J0(z) + c1a

2 t− tn − η

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη

]

. (19)
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Из формулы (19) при t = tn получаем

u0,t(x, tn) = 2e−
B(x−xn)

2

[

e
Da(x−xn)

2 N0

(

−x− xn

a

)

+

+2

∫ −x−xn
a

0

[

Da2

2
J0(z) − c1a

2 η

z
J1(z)

]

e=
Da2 η

2 N0(η)dη

]

.

В правой части этой формулы при x − xn > 0 верхний предел интегрирования и
аргумент функции N0(τ) отрицательны. Поэтому на основании свойства (17) функции
N0(τ) u0,t(x, tn) = 0. А это значит, что функция (8) удовлетворяет второму начальному
условию (2).

Таким образом, функция (8) в области 0 < x − xn < l; t > tn удовлетворяет всем
условиям постановки краевой задачи, кроме второго краевого условия (3). С целью
проверки выполнения этого условия с помощью (8) и (12) вычислим

u0,x(xn + l, t) = −2

a
e−

B−Da
2

lN0

(

t− tn − l

a

)

−

− 2e−
B
2

l

∫ t−tn−
l
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη . (20)

Из формулы (20) и свойства (17) функции N0(τ) следует, что функция (8) удовле-
творяет второму краевому условию (3) при t−tn < l

a
. Для выполнимости этого краевого

условия при t− tn >
l
a

решение задачи строится в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) , (21)

где

u1(x, t) = 2e−
B(x−xn)

2

∫ t−tn+ x−xn−2l
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 [N1(η) −N0(η)]dη (22)

с неизвестной функцией N1(τ). Функция u1(x, t) удовлетворяет уравнению (1) при про-
извольных функциях N0(τ) и N1(τ).

С целью дальнейшего построения решения и анализа краевых условий (3) вычислим
производную по x от функции более общего вида

u(x, t) = 2e−
B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn−2nl

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 Nn(η)dη . (23)
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В результате, получим

∂u(x, t)

∂x
=

1

a
e−

B(x−xn)
2 e−

Da(x−xn−2nl)
2 J0(zpn)Nn

(

t− tn +
x− xn − 2nl

a

)

−

− e−
B(x−xn)

2

∫ t−tn+ x−xn−2nl
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 Nn(η)dη . (24)

В формуле (24) zpn – значение функции z при η = t− tn − x−xn−2nl
a

, то есть

zpn =

√

√

√

√c1

[

(x− xn)2 − a2

(

(t− tn) −
(

t− tn +
x− xn − 2nl

a

))2
]

=

=
√

c1[(x− xn)2 − (2nl − (x− xn))2] . (25)

Поэтому с помощью формулы (25) получаем из (22)

∂u1(x, t)

∂x
=

2

a
e−

B(x−xn)
2 e

Da(x−xn−2l)
2 J0(zp1)

[

N1

(

t− tn +
x− xn − 2l

a

)

−

− N0

(

t− tn +
x− xn − 2l

a

)]

− 2e−
B(x−xn)

2

∫ t−tn+ x−xn−2l
a

0

[

B

2
J0(z)+

+ c1
x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 [N1(η) −N0(η)]dη . (26)

Заметив, что при n = 1 и x = xn + l из (25) следует zp1 = 0, получаем из (8), (12),
(22) и (26), что подстановка функции (21) во второе краевое условие (3) приводит к
равенству

ux(xn + l, t) = −2

a
e−

B−Da
2

l

[

N0

(

t− tn − l

a

)

−N1

(

t− tn − l

a

)

+N0

(

t− tn − l

a

)]

−

− 2e−
B
2

l

∫ t−tn−
l
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 ×

× [N0(η) + (N1(η) −N0(η))]dη = 0 . (27)

Из (27) следует, что функция (21) будет удовлетворять второму краевому условию
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(3) при всех t > tn, если функция N1 будет решением интегрального уравнения

N1

(

t− tn − l

a

)

− ae−
Da
2

l

∫ t−tn−
l
a

0

[

B

2
J0(z)+

+ c1
l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N1(η)dη = 2N0

(

t− tn − l

a

)

. (28)

В формуле (28) величину z следует полагать равной её значению при x−xn = l, то есть

z|x−xn=l =
√

c1[t2 − a2(t− tn − η)2] . (29)

После выполнения преобразования

τ = t− tn − l

a
(30)

интегральное уравнение (28) примет вид

N1(τ) + ae−
Da
2

l

∫ τ

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (τ+l/a−η)

2 N1(η)dη = 2N0(τ) , (31)

где
z =

√

c1 [l2 − a2(τ + l/a− η)2] . (32)

Из свойства (17) функции N0(τ) и уравнения (31) следует, что функция N1(τ) обла-
дает свойством

N1(τ) ≡ 0 , τ < 0 . (33)

Используя свойства (17) и (33) функций N0(τ) и N1(τ), так же как и для функции
u0(x, t), можно показать, что функция (21) удовлетворяет нулевым начальным условиям
(2).

Таким образом, в области 0 < x − xn < l, t > tn функция (21) удовлетворяет всем
условиям постановки краевой задачи, кроме первого краевого условия (3). Учитывая,
что функция u0(x, t) удовлетворяет первому краевому условию (3), нужно, чтобы функ-
ция u1(x, t) удовлетворяла краевому условию

u1,x(xn, t) = 0 , t > tn . (34)

С помощью равенств (22) и (26) получаем

u1,x(xn, t) =
2

a
eDalJ0(zp1b)

[

N1

(

t− tn − 2l

a

)

−N0

(

t− tn − 2l

a

)]

−

− B

∫ t−tn−
2l
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 [N1(η) −N0(η)]dη . (35)
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Здесь из формулы (25) получено

zpnb = zpn|x=xn
= 2nl

√
−c1 . (36)

Из формулы (35) и свойств (17) и (33) функций N0(τ) и N1(τ) следует, что условие (34)
будет выполнено только при t− tn <

2l
a

. Для того чтобы удовлетворить этому условию
при t− tn >

2l
a
, решение задачи будем строить в виде суммы трех функций:

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t), (37)

где

u2(x, t) = 2e−
B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn+2l

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 [N2(η) − (N1(η) −N0(η))]dη (38)

с неизвестной функцией N2(τ). Функция u2(x, t) удовлетворяет уравнению (1) при про-
извольных функциях N0(τ), N1(τ) и N2(τ). Сумма функций u1(x, t) и u2(x, t) должна
удовлетворять краевому условию

u1,x(xn, t) + u2,x(xn, t) = 0, t > tn . (39)

Подставляя в (39) значения функций u1(x, t) и u2(x, t) из (22) и (38), с учётом ра-
венств (12) и (26) получим

2

a
J0(z1b)e

Dal

[

N1

(

t− tn − 2l

a

)

−N0

(

t− tn − 2l

a

)

−
[

N2

(

t− tn − 2l

a

)

−

−
(

N1

(

t− tn − 2l

a

)

−N0

(

t− tn − 2l

a

))]]

−

− B

∫ t−tn−
2l
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 [N1(η) −N0(η) + [N2(η) − (N1(η) −N0(η))]]dη = 0 . (40)

Здесь из формулы (25) получено

znb = zn|x=xn
= 2nl

√
−c1 (41)

и учтено, что zpnb = znb . Таким образом, оказывается, что если функция N2(τ) будет
удовлетворять получаемому из (40) интегральному уравнению

−N2

(

t− tn − 2l

a

)

− aB

2J0(z1b)
e−Dal

∫ t−tn−
2l
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 N2(η)dη =

= 2

[

N1

(

t− tn − 2l

a

)

−N0

(

t− tn − 2l

a

)]

, (42)
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то функция (37) будет удовлетворять первому краевому условию (3) при всех t > tn.
После выполнения преобразования

τ = t− tn − 2l

a
(43)

интегральное уравнение (42) примет вид

−N2(τ) −
aB

2J0(z1b)
e−Dal

∫ τ

0

J0

(

a

(

τ +
2l

a
− η

)√
−c1

)

e
Da2 (τ+ 2l

a −η)
2 N2(η)dη =

= −2[N1(τ) −N0(τ)] . (44)

Из уравнения (44) и свойств (17) и (33) функций N0(τ) и N1(τ) следует, что функция
N2(τ) обладает свойством

N2(τ) ≡ 0 , τ < 0 . (45)

Используя свойства (17), (33) и (45) функций N0(τ), N1(τ) и N2(τ), так же как и для
функции u0(x, t), можно показать, что функция (37) удовлетворяет нулевым начальным
условиям (2).

Таким образом, в области 0 < x − xn < l, t > tn функция (37) удовлетворяет всем
условиям постановки краевой задачи, кроме второго краевого условия (3). Учитывая,
что функция u0(x, t) + u1(x, t) удовлетворяет второму краевому условию (3), нужно,
чтобы функция u2(x, t) удовлетворяла краевому условию

u2,x(xn + l, t) = 0, t > tn. (46)

Подстановка функции u2(x, t) в левую часть краевого условия (46) с учетом (12)
приводит к равенству

u2,x(xn + l, t) = −2

a
e−

B
2

l e
3Da

2
lJ0(z1k)

2
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − 3l

a

)

−

− e−
B
2

l

∫ t−tn−
3l
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2

2
∑

i=0

(−1)iNi(η)dη . (47)

При t − tn < 3l
a
, ввиду отрицательности аргументов функций Ni и верхних пределов

интегрирования,на основании свойств (17), (33) и (45) функций Ni, заключаем, что
выражение (47) будет равно нулю, то есть функция (37) будет удовлетворять второму
краевому условию (3). При t− tn >

3l
a

выражение (47) будет отлично от нуля и с целью
удовлетворения второму краевому условию (3) строим решение в виде

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t), (48)

где

u3(x, t) = 2e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn+ x−xn−4l
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2

3
∑

i=0

(−1)i+1Ni(η)dη (49)
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с неизвестной функцией N3(τ). Функция u3(x, t) удовлетворяет уравнению (1) при про-
извольных функциях N0(τ), N1(τ), N2(τ) и N3(τ). Сумма функций u3(x, t) и u2(x, t)
должна удовлетворять краевому условию

u3,x(xn + l, t) + u2,x(xn + l, t) = 0 , t > tn. (50)

Подставляя в (50) значения функций u3(x, t) и u2(x, t) из (49) и (37), с учетом ра-
венств (12) и (24), получим

2

a
e−

B
2

l e
3Da

2
lJ0(z1k)

[

3
∑

i=0

(−1)i+1Ni

(

t− tn − 3l

a

)

−
2
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − 3l

a

)

]

−

− 2e−
B
2

l

∫ t−tn−
3l
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 ×

×
[

3
∑

i=0

(−1)i+1Ni(η) +

2
∑

i=0

(−1)iNi(η)

]

dη = 0 . (51)

При построении равенств (47) и (51) использованы получаемые из равенств (11) и (25)
величины

znk = zn|x−xn=l =
√

c1[l2 − (2n+ 1)2l2] = l
√

−c1[(2n+ 1)2 − 1] ; (52)

zpnk = zpn|x−xn=l =
√

c1[l2 − (1 − 2n)2l2] = l
√

−c1[(2n− 1)2 − 1] (53)

и учтено также, что как следует из (52) и (53)

zp,n+1,k = znk . (54)

Из (51) получаем интегральное уравнение для определения функции N3:

N3

(

t− tn − 3l

a

)

− a

J0(z1k)
e−

3Da
2

l

∫ t−tn−
3l
a

0

[

B

2
J0(z)+

+c1
l

a
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N3(η)dη = 2
2
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − 3l

a

)

. (55)

В уравнении (55)

z =
√

c1[l2 − a2((t− tn) − η)2] . (56)

Таким образом, если функция N3 является решением интегрального уравнения(55),
функция (48) будет удовлетворять второму краевому условию (3) при всех t.
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Выполнив в уравнении (55) преобразование

τ = t− tn − 3l

a
, (57)

приведем его к виду

N3(τ) −
a

J0(z1k)
e−

Da
2

3l

∫ τ

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

a
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N3(η)dη = 2
2
∑

i=0

(−1)iNi(τ) ,

(58)

где

z =

√

√

√

√c1

[

l2 − a2

(

τ +
3l

a
− η

)2
]

. (59)

Из свойств (17), (33) и (45) функций N0(τ), N1(τ), и N2(τ), а также уравнения (58)
следует, что функция N3(τ) обладает свойством

N3(τ) ≡ 0 , τ < 0. (60)

В свою очередь, из этих свойств, так же как и для функции u0(x, t), следует, что
функция (48) удовлетворяет начальным условиям (2).

Продолжив построение отраженных волн аналогичным способом, мы вправе ожи-
дать, что решением рассматриваемой краевой задачи будет функция

u(x, t) = 2

∞
∑

n=0

e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 ×

×
2n
∑

i=0

(−1)iNi(η)dη + 2

∞
∑

n=1

e
−B(x−xn)

2 ×

×
∫ t−tn+ x−xn−2nl

a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2

2n−1
∑

i=0

(−1)i+1Ni(η)dη , (61)

в которой N0(τ) является решением интегрального уравнения (16), а остальные функ-
ции Ni(τ) являются решениями следующих интегральных уравнений:

−N2n(τ) − aB

2J0(znb)
e−Danl

∫ τ

0

J0

(

a

(

τ +
2nl

a
− η

)√
−c1

)

×

×N2n(η) exp

[

Da2 (τ + 2nl
a

− η)

2

]

dη = 2

2n−1
∑

i=0

(−1)iNi(τ); (62)
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N2n−1(τ) −
a

J0(znk)
e−

Da
2

(2n−1)l

∫ τ

0

[

B

2
J0(z))+

+ c1
l

a
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N2n−1(η)dη = 2

2(n−1)
∑

i=0

(−1)iNi(τ) . (63)

В уравнениях (63) следует z брать при x = xn + l, то есть

z|x=xn+l =
√

c1[l2 − a2(t− tn − η)2] =

√

√

√

√c1

[

l2 − a2

(

τ +
2n− 1

a
l − η

)2
]

. (64)

Параметр τ в уравнениях (62) и (63) имеет соответственно следующие представления:

τ = t− tn − 2nl

a
; τ = t− tn − 2n− 1

a
l .

При этом все функции Nn(τ) обладают свойствами

Nn(τ) ≡ 0 , τ < 0 , n = 0, 1, 2, ... . (65)

В силу этих свойств, при каждом фиксированном t − tn = T в формуле (61) отлич-
ным от нуля будет конечное число слагаемых. В самом деле, в суммах в формуле (61)
каждое из слагаемых при выполнении условий (4), (65) становится равным нулю, если
верхний предел интегрирования будет отрицательным. Для первой суммы в формуле
(61) условие отрицательности верхнего предела интегрирования при t − tn = T имеет
вид

T − x− xn + 2nl

a
< 0 , (66)

откуда следует

n >
aT

2l
− x− xn

2l
(67)

и, поскольку в области отыскания решения x − xn < l, получаем, что при всех n,
удовлетворяющих условию

n >
aT

2l
− 1

2
, (68)

все слагаемые в первой сумме формулы (61) будут равны нулю. Иными словами, сумми-
рование в первой сумме формулы (61) нужно производить в этом случае не до бесконеч-
ности, а до N−1, где N - наименьшее натуральное число, удовлетворяющее неравенству
(68).

Аналогично, условие отрицательности верхнего предела интегрирования для второй
суммы в формуле (61) при t− tn = T имеет вид

T +
x− xn − 2nl

a
< 0 , (69)
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откуда следует

n >
aT

2l
+
x− xn

2l
. (70)

Поэтому из формулы (70) следует, что при

n >
aT

2l
+

1

2
(71)

все слагаемые во второй сумме формулы (61) будут равны нулю. То есть, суммирование
во второй сумме формулы (61) нужно производить в этом случае до N1 − 1, где N1 –
наименьшее натуральное число, удовлетворяющее неравенству (71). Все слагаемые в
формуле (61) являются решениями уравнения (1). А так как для каждого фиксирован-
ного t число слагаемых в формуле (61) конечно, дифференцирование в формуле (61)
можно выполнять почленно. Поэтому функция (61) является решением уравнения (1).

Из формулы (61) непосредственно следует, что при t − tn = 0 и 0 < x − xn < l
верхние пределы интегрирования всех интегралов становятся отрицательными. Значит,
на основании свойств (6) и (65) функций N(τ) и Ni(τ) получаем из (61) u(x, tn) = 0.

Таким образом, функция (61) удовлетворяет первому начальному условию (2). Про-
дифференцируем функцию (61) по t. Получим

∂u(x, t)

∂t
= 2

∞
∑

n=0

e−
B(x−xn)

2

[

e
Da(x−xn+2nl)

2 J0(zn)×

×
2n
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − x− xn + 2nl

a

)

+ 2

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

[

Da2

2
J0(z)+

+c1a
2 t− tn − η

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2

2n
∑

i=0

(−1)iNi(η)dη

]

+

+ 2

∞
∑

n=1

e−
B(x−xn)

2

[

e
Da(x−xn−2nl)

2 J0(zpn)

2n−1
∑

i=0

(−1)i+1Ni

(

t− tn +
x− xn − 2nl

a

)

+

+ 2

∫ t−tn+ x−xn−2nl
a

0

[

Da2

2
J0(z) + c1a

2 t− tn − η

z
J1(z)e

Da2 (t−tn−η)
2

2n−1
∑

i=0

(−1)i+1Ni(η)dη

]

.

(72)

Из равенства (72) непосредственно следует, что при t − tn = 0 и 0 < x − xn < l
верхние пределы интегрирования всех интегралов и аргументы всех функций Ni(τ) в
нем становятся отрицательными. Значит, на основании свойств (6) и (65) функций N(τ)
и Ni(τ) получаем из (61) ut(x, tn) = 0.
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Таким образом, функция (61) удовлетворяет и второму начальному условию (2).
С целью проверки удовлетворения функцией (61) краевым условиям (3) вычислим

производную по x этой функции. Используя равенства (10) и (24), получаем

∂u(x, t)

∂x
= −

∞
∑

n=0

e−
B(x−xn)

2

[

2

a
e

Da(x−xn+2nl)
2 J0(zn)

2n
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − x− xn + 2nl

a

)

+

+ 2

∫ t−tn−
x−xn+2nl

a

0

[

B

2
J0(z) + c1

x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2

2n
∑

i=0

(−1)iNi(η)dη

]

−

−
∞
∑

n=1

e−
B(x−xn)

2

[

2

a
e−

Da(x−xn−2nl)
2 J0(zpn)

2n−1
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn +
x− xn − 2nl

a

)

−

− 2

∫ t−tn+ x−xn−2nl
a

0

[

B

2
J0(z) + c1

x− xn

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2

2n−1
∑

i=0

(−1)iNi(η)

]

dη

]

. (73)

С помощью равенств (61) и (73) найдём выражение ux(x, t) при x−xn = 0 и при x−
xn = l. Вычисляя значение при x−xn = 0, запишем отдельно первое слагаемое в первой
сумме, а оставшиеся слагаемые объединим под знаком общей суммы. В результате,
получим

ux(xn, t) = −2

a
N0(t− tn) − B

∫ t−tn

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 N0(η)dη+

−
∞
∑

n=1

[

2

a
eDanlJ0(znb)

[

N2n

(

t− tn − 2nl

a

)

+ 2

2n−1
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − 2nl

a

)

]

+

+B

∫ t−tn−
2nl
a

0

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 N2n(η)dη

]

. (74)

При выводе равенства (74) учтено, что согласно (31) и (41) znb = zpnb. Первые два
слагаемых в формуле (74) в соответствии с интегральным уравнением (13) равны N(t−
tn). Общий же член под знаком суммы, согласно интегральным уравнениям (62), он
равен нулю. Следовательно, равенство (74) приобретает вид

ux(xn, t) = N(t− tn) = ν(t− tn), t > tn .

А это значит, что функция (61) удовлетворяет первому краевому условию (3).
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При вычислении выражения (73) при x− xn = l выполним во второй сумме замену
индекса суммирования

n1 = n− 1

и объединим слагаемые под общим знаком суммы. В результате, получим

ux(xn + l, t) = −
∞
∑

n=0

e−
B
2

l

[

2

a
e

Da
2

(2n+1)lJ0(znk)×

×
[

2

2n
∑

i=0

(−1)iNi

(

t− tn − (2n+ 1)l

a

)

−N2n+1

(

t− tn − (2n+ 1)l

a

)

]

+

+ 2

∫ t−tn−
(2n+1)l

a

0

[

B

2
J0(z) + c1

l

z
J1(z)

]

e
Da2 (t−tn−η)

2 N2n+1(η)dη

]

. (75)

При вычислении (75) учтено равенство (54). Общий член суммы в (75), в соответ-
ствии с интегральными уравнениями (63), равен нулю. Следовательно, равенство (75)
принимает вид

ux(xn + l, t) = 0 .

А это значит, что функция (61) удовлетворяет и второму краевому условию (3).
Таким образом, показано, что функция (61) удовлетворяет всем условиям постанов-

ки краевой задачи, то есть является её решением.

3. Выводы

Благодаря показанной в [1] возможности интегрального представления, решения
телеграфного уравнения удается получать решения целого класса краевых задач. В
ограниченной области, кроме того, требуется строить продолжение краевых условий в
зависимости от заданных начальных условий. А также применять обобщенный метод
отражений применительно к телеграфному уравнению. Совместное применение этих
методов позволило получить точное решение второй краевой задачи для телеграфного
уравнения в ограниченной области.

Литература

1. Остапенко В. А. Краевая задача без начальных условий для телеграфного уравнения //
Диференцiальнi рiвняння та їх застосування. – Днепропетровск : ДНУ, 2008. – C. 3-17.

2. Остапенко В. А.Вторая краевая задача для телеграфного уравнения в полубесконечной
области // Вестник Днепропетровского университета, серия Моделирование. – 2009. –
17(8);1. – С. 89-92.



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21 104

3. Остапенко В. А. Первая краевая задача для телеграфного уравнения в полуограничен-
ной области // Дифференциальные уравнения и их приложения. – Днепропетровск:
ДНУ, 2008. – C. 18-20.

4. Остапенко В. А.Первая краевая задача для телеграфного уравнения в ограниченной
области. // Вестник Днепропетровского университета, серия Моделирование. – 2009. –
17(8);1. – С. 149-161.

SECOND BOUNDARY PROBLEM FOR TELEGRAPH EQUATION
IN BOUNDED DOMAIN

V.A. Ostapenko

Dnepropetrovsk National University,

Dnepropetrovsk, 49010, Ukraine, e-mail: victor.ostapencko@yandex.ru

Abstract. The second boundary problem for the telegraph equation in boundary domain is

studied. The prolem solution is obtained. The solution construction is based on the application of

the reflection method and on the integral representation method developed in [1] which may be

used for sufficiently wide class of telegraph equation solutions.

Key words: telegraph equation, boundary problem, bounded domain.
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ОСОБЕННОСТИ ДИФФУЗИОФОРЕТИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ
ИСПАРЯЮЩЕЙСЯ УМЕРЕННО КРУПНОЙ КАПЛИ

К.С. Рязанов

Белгородский государственный университет

ул.Студенческая, 14, г.Белгород, 308007, Россия, e-mail: rksb@rambler.ru

Аннотация. Вычислена скорость диффузиофореза испаряющейся умеренно крупной кап-

ли в бинарной газовой смеси, внутри которой имеются внутренние источники тепла. Первый

компонент газовой смеси образуют молекулы паров вещества, а второй (несущий) компонент

смеси не испытывает фазовых превращений на поверхности частицы. Показано, что скорость

диффузиофореза зависит от теплового и диффузионного скольжений, поверхностного натя-

жения, от реактивного эффекта, связанного с неоднородностью фазового перехода; эффектов,

связанных с растеканием вдоль поверхности капли в слое Кнудсена молекул газовой смеси.

Ключевые слова: диффузиофорез, задача Адамара-Рыбчинского.

1. Постановка задачи. Рассматривается жидкая сферическая капля радиуса R с
плотностью ρi и вязкостью µi, внутри которой действуют неравномерно распределенные
источники тепла с плотностью qi. Капля находится в неограниченно расположенной в
пространстве бинарной газовой смеси с плотностью ρe и вязкостью µe. Наличие внут-
ренних источников тепла является модельным представлением, предназначенным для
описания физических процессов, сопровождающихся выделением тепла в объёме аэро-
зольной частицы. Так образом можно моделировать нагрев поверхности частицы под
действием химической реакции, вследствие радиоактивного распада вещества части-
цы, либо вследствие поглощения электромагнитного излучения и т.п. Неоднородный
нагрев поверхности капли вызывает, с одной стороны, усиление испарения, что сказы-
вается на процессе теплообмена и массообмена между каплей и окружающей средой
и так называемого реактивного эффекта; с другой стороны, такой нагрев влияет на
величину теплового и диффузионного скольжения, а также и на термокапиллярный
дрейф, связанный с возникновением касательных напряжений на поверхности капли за
счёт изменения коэффициента поверхностного натяжения σ с температурой Te (эффект
Марангони). Все это важно как для теоретического описания движения испаряющей-
ся капли, так и для практических приложений. Таким образом, наличие внутренних
источников тепла может влиять не только на направление, но и на величину силы и
скорости диффузиофореза.

Будем считать, что на поверхности капли происходит фазовый переход вещества, из
которого она состоит. Предполагается также, что на относительно большом удалении от
капли в объёме газообразной смеси присутствуют постоянные градиенты относитель-
ных концентраций ∇C1e и ∇C2e. Введём обозначения

C1e =
n1e

n1e + n2e
, C2e =

n2e

n1e + n2e
, (1)
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где n1e и n2e – числа молекул компонентов смеси в единице объёма. При этом суммарное
число молекул в единице объёма равно

ne = n1e + n2e . (2)

Из (1) и (2) следует

C1e + C2e = 1 , (∇C1e)∞ = −(∇C2e)∞ , (3)

Окружающая каплю газовая среда состоит из двух компонентов: основной (несу-
щий) компонент, граничная поверхность для которого непроницаема, и компонента
(например, первого), испытывающего фазовый переход на поверхности капли. Моле-
кулы конденсированной фазы испаряются или конденсируются при числах Маха много
меньших единицы, т.е. испарение капли протекает в диффузионном режиме, когда ос-
новное влияние на процесс переноса в окрестности частицы определяется молекулярной
диффузией [2],[6]. Тепло- и массоперенос внутри капли протекает при тепловых и диф-
фузионных числах Пекле много меньших единицы. Движение капли происходит при
малых относительных перепадов температуры (TiS − Te∞)/Te∞ ≪ 1. Здесь (TiS – сред-
няя температура поверхности капли, Te∞ – температура газа на большом расстоянии
от неё. Это позволяет считать коэффициенты молекулярного переноса (вязкости, теп-
лопроводности, диффузии) постоянными величинами. В силу малости времен тепловой
и диффузионной релаксации описание движения частиц проводится в квазистационар-
ном режиме. Капля в процессе движения сохраняет сферическую форму, образована
однородным и изотропным по своим свойствам веществом.

Если размеры капли таковы, что выполняется следующее соотношение

0.01 <
λ

R
< 0.3 , (4)

то в граничных условиях необходимо учитывать поправку на отличие средней длины
свободного пробега молекул (λ) от нуля. Отношение λ/R называется числом Кнудсена и
обозначается Kn. Частицы, размеры которых удовлетворяют соотношению (4), называ-
ются умеренно крупными. При постановке граничных условий для умеренно крупных
частиц, весь объём, занятый газом, разбивается на слой Кнудсена – область газа тол-
щиной порядка длин свободного пробега, прилегающая к поверхности частицы, и на
весь остальной газ. В слое Кнудсена справедливы кинетические уравнения, которые
формируют граничные условия для гидродинамических уравнений. Течения вне слоя
Кнудсена описываются гидродинамическими уравнениями Навье-Стокса. В настоящей
работе используется гидродинамический метод расчёта. Используемые при этом выра-
жения для кинетических коэффициентов (изотермического Cm, теплового KTS, диффу-
зионного KDS скольжений; влияние на скольжение смеси кривизны поверхности β∗

RT ,
βRT , β∗

RC , βRC и барнетовских эффектов βB
RT , βB

RC ; растекание молекул CV T , CV D; рас-
текание тепла CQT , CQD; скачки температуры и относительной концентрации KT

T , KN
T ,

KN
N , KT

N ) взяты нами из [10].
Решение задачи производится в сферической системе координат (r, θ, φ), начало ко-

торой жёстко привязано к центру капли, вектор ∇C1e направлен вдоль полярной оси
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z = r cos θ. При этом скорость диффузиофореза Udf = −U∞ (U∞ – скорость движения
центра тяжести смеси относительно капли) и движение капли происходит при малых
числах Рейнольдса.

В рамках сформулированных допущений в квазистационарном приближении рас-
пределение скорости U , давления P , температуры T и относительной концентрации
первого компонента C1e бинарной газовой смеси, описывается следующей линеаризо-
ванной системой уравнений газовой динамики [1],[7]-[9]:

µe△U e = ∇Pe , divU e = 0 , △Te = 0 , △C1e = 0, (5)

µi△U i = ∇Pi , divU i = 0 , △Ti = −qi/λi . (6)

На поверхности капли выполняется следующие граничные условия [1],[3],[4],[9]:

r = R ,

n2eU
e
r +D12

n2
em1

ρe

∂C1e

∂r
−KnCV D

n2eD12

R

(

∂2C1e

∂θ2
+ ctg θ

∂C1e

∂θ

)

−

−KnCV T
n2eνe

RTe

(

∂2Te

∂θ2
+ ctg θ

∂Te

∂θ

)

= 0 , (7)

n1eU
e
r −D12

n2
em2

ρe

∂C1e

∂r
−KnCV D

n1eD12

R

(

∂2C1e

∂θ2
+ ctg θ

∂C1e

∂θ

)

−

−KnCV T
n1eνe

RTe

(

∂2Te

∂θ2
+ ctg θ

∂Te

∂θ

)

= n1iU
i
r , (8)

Ue
θ − U i

θ = KTS
νe

RTe

(

1 +Kn
(

σTβRT + β∗
RT

)

)

∂Te

∂θ
+

+KDS
D12

R

(

1 +Kn
(

σCβRC + β∗
RC

)

)

∂C1e

∂θ
−

−KnKTS β
B
RT

νeR

Te

(

1

r

∂2Te

∂r∂θ
− 1

r2

∂Te

∂θ

)

−

−KnKDS β
B
RCD12R

(

1

r

∂2C1e

∂r∂θ
− 1

r2

∂C1e

∂θ

)

+

+KnCm

(

∂Ue
θ

∂r
+

1

r

∂Ue
r

∂θ
− ∂Ue

θ

∂r

)

, (9)

µe

(

∂Ue
θ

∂r
+

1

r

∂Ue
r

∂θ
− ∂Ue

θ

∂r

)

+
1

R

∂σ

∂Ti

∂Ti

∂θ
= µi

(

∂U i
θ

∂r
+

1

r

∂U i
r

∂θ
− ∂U i

θ

∂r

)

, (10)

Te − Ti = KnKN
T R Te

∂C1e

∂r
+KnKT

T R
∂Te

∂r
, (11)
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−λe
∂Te

∂r
+ λi

∂Ti

∂r
= LD12

n2
em1m2

ρe

∂C1e

∂r
−

−Kn CQD
PeD12

R

(

∂2C1e

∂θ2
+ ctg θ

∂C1e

∂θ

)

−

−Kn CQT
λe

R

(

∂2Te

∂θ2
+ ctg θ

∂Te

∂θ

)

, (12)

n1e − n1S

ne
= KnKN

NR
∂C1e

∂r
+KnKT

N

R

Te

∂Te

∂r
. (13)

Вдали от капли (на бесконечности) граничные условия имеют вид:

r → ∞, U e → U∞

(

cos θ er − sin θ eθ

)

, Pe → Pe∞ , Te → Te∞ ,

C1e → C1e∞ + |∇C1e| r cos θ . (14)

Следующие ограничения на искомые решения связаны к конечностью физических
величин:

при r → 0 , U i 6= ∞ , Pi 6= ∞ , Ti 6= ∞ . (15)

Здесь Ur и Uθ – радиальная и касательная компоненты массовой скорости; ρe = ρ1e+ρ2e,
ρ1e = n1em1, ρ2e = n2em2; m1, m2 – массы первого и второго компонента бинарной га-
зовой смеси; D12 – коэффициент взаимной диффузии компонентов; ν – коэффициент
кинематической вязкости; n1i – концентрация молекул вещества капли; µ – коэффи-
циент динамической вязкости; σ – коэффициент поверхностного натяжения капли; λ –
коэффициент теплопроводности; L – удельная теплота фазового перехода; P – давление;
T – температура; n1S – концентрация насыщенных паров вещества капли, зависящая
от Ti;

σT =

(

∂2Te

∂r∂θ

)(

1

R

∂Te

∂θ

)−1

, σC =

(

∂2C1e

∂r∂θ

)(

1

R

∂C1e

∂θ

)−1

.

В последних формулах индекс "e" относится к газообразной среде, индекс "i" относится
к капле, а индексом ∞ обозначены значения физических величин, характеризующие
внешнюю среду в невозмущенном потоке.

В граничных условиях на поверхности капли учтены линейные поправки по числу
Кнудсена, исходя из допущений в постановке задачи.

Граничное условие (7) указывает на то, что поверхность капли является непрони-
цаемой для второго компонента бинарной газовой смеси. В нём произведен учет кон-
вективного и диффузионного потоков, а также разрыв потоков тепла и массы в слое
Кнудсена, пропорциональных соответственно CV T и CV D.

Граничное условие (8) отражает непрерывность потока первого компонента бинар-
ной газовой смеси при фазовом переходе. Конвективный и диффузионный потоки, с
учетом разрывов потоков тепла (слагаемые, содержащие коэффициент CV T ) и массы
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(слагаемые, содержащие коэффициент CV D) в слое Кнудсена, уравновешиваются кон-
вективным радиальным потоком первого компонента внутри капли.

Граничное условие (9) показывает, что разность касательных составляющих внеш-
ней Ue

θ и внутренней U i
θ скоростей складывается из суммы изотермического (слагае-

мого с коэффициентом Cm), теплового (слагаемые с KTS) и диффузионного (слагае-
мые с KDS) скольжений, а также в этом граничном условии произведён учёт влияния
кривизны поверхности капли на скольжение (слагаемые с βRT , β∗

RT , βRC , β∗
RC) и учёт

барнеттовских эффектов (слагаемые с βB
RT , βB

RC).
В граничном условии (10) учтена непрерывность касательных составляющих тензо-

ра полных напряжений, а граничное условие (11) отражает непрерывность температуры
на границе слоя Кнудсена, с учётом скачков температуры и относительной концентра-
ции первого компонента в бинарной газовой смеси, соответственно пропорционально
KT

T и KN
T .

Непрерывность радиальных потоков тепла учтена в граничном условии (12), где
разность потоков вне и внутри капли уравновешивается потоком тепла, идущего на
фазовый переход, а также непрерывность неоднородных потоков тепла (слагаемые CQT )
и массы (слагаемые с CQD), растекающихся в слое Кнудсена.

Граничное условие (13) отражает непрерывность концентрации первой компоненты
бинарной газовой смеси, испытывающей фазовый переход, на границе слоя Кнудсена,
т.е. разность концентрации молекул с насыщенной концентрацией паров вещества кап-
ли уравновешивается скачками относительной концентрации и температуры, которые
пропорциональны KN

N и KT
N .

Приведём уравнения (5), (6) и граничные условия (7)-(15) к безразмерной форме,
введя следующим образом безразмерные координату, скорость и температуру: yk =
xk/R, V = U/U∞, t = T/Te∞. Определяюшими параметрами в задаче являются матери-
альные постоянные ρe, µe, λe, D12 и сохраняющиеся в процессе движения капли R, вели-
чины |∇C1e|, U∞. Из них можно составить три безразмерных комбинации: ε = R|∇C1e|,
числа Пекле и Рейнольдса.

При ε ≪ 1 набегающий поток оказывает лишь возмущающее влияние, и поэтому
решение уравнений (5), (6) будем искать в виде:

Vk = Vk0 + εVk1, pk = pk0 + εpk1, tk = tk0 + εtk1, C1e = C1e0 + εC1e1 , k = e, i . (16)

2. Вывод выражения для диффузиофоретической скорости. Для нахожде-
ния пространственных распределений полей tk, C1e, Vk и pk подставим (1.16) в систему
уравнений (5), (6). С учётом граничных условий (14), (15), они имеют вид

V e
r = cos θ

(

1 +
A2

y
+
A1

y3

)

, V e
θ = − sin θ

(

1 +
A2

2y
− A1

2y3

)

, (17)

V i
r = cos θ

(

A3 + A4y
2
)

, V e
θ = − sin θ

(

A3 + 2A4y
2
)

, (18)

pe = 1 +
µe U∞

Ry2
cos θ A2, pi = p0 + 10A4y

2 µi U∞

R
cos θ . (19)
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te0 = 1 +
Γ0

y
, ti0 = B0 +

R2 J0

3λi Te∞ y
+

y
∫

1

ψ0

y
dy − 1

y

y
∫

1

ψ0dy, (20)

C1e0 = C1e∞ +
M0

y
, te1 =

Γ1

y2
cos θ, C1e1 =

(

y +
M1

y2

)

cos θ, (21)

ti1 = cos θ







B1 y +
RJ1

3λiTe∞ y2
+

1

3



y

y
∫

1

ψ1

y2
dy − 1

y2

y
∫

1

ψ1ydy











. (22)

Здесь

V =
4

3
πR3, J0 =

1

V

∫

qidV, J1 =
1

V

∫

qizdV , z = r cos θ,

ψn = −(2n + 1)R2y2

2λiTe∞

1
∫

−1

qi(r, θ)Pn(cos θ)d(cos θ) .

Постоянные интегрирования Am (m = 1, ..., 4), Ml, Γl, Bl (l = 0, 1) находятся в резуль-
тате решения линейной системы алгебраических уравнений, полученных после подста-
новки выражений (17)-(22) в граничные условия на поверхности капли (7)-(13).

Общая сила, действующая на частицу, определяется интегрированием тензора на-
пряжений по её поверхности и в сферической системе координат определяется по сле-
дующей формуле [7], [8]:

Fz =

∫

(

−Pe cos θ + σrr cos θ − σrθ sin θ
)

r2 sin θ dθdϕ . (23)

Здесь σrr, σrθ – компоненты тензора напряжений, которые в сферической системе ко-
ординат имеют вид [7]:

σrr = µe

(

2
∂Ue

r

∂r
− 2

3
divUe

)

, σrθ = µe

(

∂Ue
θ

∂r
+

1

r

∂Ue
r

∂θ
− ∂Ue

θ

∂r

)

.

Подставляя в (23) выражения (17)-(19), после интегрирования получаем

F z = −4πRµe U∞A2nz . (24)

Если капля движется равномерно, то приравнивая (24) к нулю, учитывая, что U df =
−U∞, выражение для скорости диффузиофоретического переноса умеренно крупных
капель в бинарной газообразной смеси имеет следующий вид:

U df = −ε(UTS +UDS +UV T +UV D +U p +Uσ) , (25)

где

UTS = KTS
Γ1 νe

R φ3 teS

[

1 +Kn(β∗
RT − 2βRT + 3βB

RT )
]

nz ,
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UDS = KDS
D12

R φ0 φ3

(

Γ1 φ2

[

1 +Kn(β∗
RC − 2βRC + 3βB

RC)
]

−

− 2Kn
[

φ1(1 +Kn(β∗
RC + βB

RC)) + βRC − βB
RC

]

)

nz,

UV T = −CV T
Γ1 νe Kn

R φ3 teS

(

1 + 2
µe

µi
+ 6 CmKn

)

nz,

UV D = −CV D
Kn

R φ3

(

1 + 2
µe

µi
+ 6 CmKn

)(

Γ1 νe

teS
+

2 φ1D12

φ0

)

nz,

U p =
n2

e m1D12

R ρe n2e φ0 φ3

(

1 + 2
ρe

ρ1i
+ 2

µe

µi
+ 6 CmKn

)(

Γ1 φ2 − 1

)

nz,

Uσ =
1

3 φ3 µi

∂σ

∂tiS

(

Γ1

[

1 +Kn(KT
T +KN

T teS
φ2

φ0

)
]

−KnKN
T teS

2

φ0

)

nz,

Здесь
φ0 = 1 + 2Kn(KN

N −KN
T teS C

∗
1S) , φ1 = KN

N −KN
T teS C

∗
1S ,

φ2 = C∗
1S + 2Kn(KT

T C∗
1S −KT

N t−1
eS ) , φ3 = 1 + µe

µi
+ 2 CmKn ,

Γ1 =
R J1

λi Te∞ δ
+

+
3

δ φ0

(

LD12
n2

e m1 m2

ρe λi Te∞
+Kn

[

KN
T teS + CQD(φ0 − 1)

Pe∞ D12

Te∞ λi

])

,

δ = 1 + 2 KT
TKn + 2

λe

λi

(1 − CQTKn)+

+ 2
φ2

φ0

(

LD12
n2

e m1 m2

ρe λi Te∞

+Kn

[

KN
T teS − CQD

Pe∞ D12

Te∞ λi

])

.

Среднее значение температуры поверхности капли tiS связано со средней относи-
тельной температурой teS следующей системой уравнений, в которой teS = te0 |y=1,

tiS = ti0 |y=1, C
∗
1S =

dC1e

dtiS
:

teS − tiS = ζ −KT
TKn(teS − 1) ,

teS = 1 +
R2J0

3λeTe∞

+ LD12
n2

e m1 m2 ζ

λe ρe Te∞

, ζ =
C1e∞ − C1S +KT

NKn(1 − t−1
eS )

1 +KN
NKn

. (26)

В пределе числа Кнудсена, стремящегося к нулю λ/R → 0, (25) переходит в фор-
мулу для скорости диффузиофоретического движения крупных летучих капель в би-
нарной газообразной среде [1], [3]. Из (25) могут быть получены формулы для скорости
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диффузифоретического движения крупных твёрдых частиц, которые совпадают с ра-
нее полученными формулами [1], [3].

Из формулы (25) видно, что полная скорость диффузиофоретического переноса ка-
пель в газообразной смеси состоит из скоростей теплового UTS и диффузионных UDS

скольжений; скорости, связанной с растеканием молекул компонентов газовой смеси
UV T , UV D; реактивной скорости Up; скорости Марангони Uσ.

Таким образом, формула (25) для скорости диффузиофоретического движения уме-
ренно крупных капель в двухкомпонентной газовой среде наиболее полно отражает по
числу Кнудсена поправки на кривизну частицы (пропорциональные βRT , β∗

RT , βRC , β∗
RC),

барнеттовские эффекты (пропорциональные βB
RT , βB

RC), растекание молекул компонен-
тов газовой смеси (∼ CV T , ∼ CV D), потока тепла (∼ CQT , ∼ CQD), а также фазовый
переход вещества капли на её поверхности. Учтены зависимость коэффициента поверх-
ностного межфазного натяжения от температуры и неоднородный нагрев поверхности
капли внутренними источниками тепла.
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PECULIARITIES OF THE DIFFUSIOPHORESIS MOVEMENT
OF THE EVAPORATING AND GENTLY LARGE DROP

K.S. Ryazanov

Belgorod State University

Studencheskaya st.,14, Belgorod, 308007, Russia, e-mail: rksb@rambler.ru

Аннотация. The diffusiophoresis velocity of the evaporating and gently large drop being in

the binary gas mixture where there are some internal heat sources is calculated. First component of

the gas mixture consists of vapor molecules. Second mixture component (the supporting one) does

not undergo phase transition on the particle surface. It is shown that the diffusiophoresis velocity

depends on the heat gliding and the diffusion one; on the surface tension; on the reactive effect

connected with the phase transition nonuniformity; on some effects connected with the flowing of

gas mixture molecules along the drop surface in the Knudsen layer.

Key words: diffusiophoresis, Hadamar-Rybchinskii problem.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ СЕЧЕНИЕ
И ВЕКТОРНАЯ АНАЛИЗИРУЮЩАЯ СПОСОБНОСТЬ

РЕАКЦИИ УПРУГОГО DP-РАССЕЯНИЯ ПРИ ЭНЕРГИИ 2 ГэВ
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Аннотация. Представлены результаты измерений и процедура обработки данных по уг-
ловой зависимости векторной анализирующей способности Ay и сечению реакции упругого
dp-рассеяния при энергии 2 ГэВ. Полученные результаты находятся в хорошем согласии с
мировыми экспериментальными данными и с теоретическими расчетами, выполненными в
рамках релятивистской модели многократного рассеяния.

Ключевые слова: упругое dp-рассеяние, дифференциальное сечение, анализирующая

способность.

Введение

В связи с активным изучением природы ядерных сил и ненуклонных степеней свобо-
ды, в последнее время сильно возрос интерес к простейшим ядерным реакциям и к их
поляризационным характеристикам. Исследование поляризационных эффектов необ-
ходимо для решения многих современных проблем ядерной физики и физики элемен-
тарных частиц. Структура легких ядер интенсивно исследуется в последние несколько
десятилетий с помощью как электромагнитных [1], так и адронных пробников [2]. На-
коплено существенное количество экспериментальных данных по спиновой структуре
легких ядер на малых межнуклонных расстояниях. Реакции p(d, p)d, 3He(d, p)4He или
3He(d, 3He)d являются простейшими процессами с большой передачей импульса. Они
могут использоваться как инструмент для изучения структуры дейтрона и 3He, а так-
же механизмов взаимодействия нуклонов на малых расстояниях.

Дейтрон обладает спином, равным 1, что дает широкие возможности в проведении
многочисленных поляризационных экспериментов, которые позволяют получить новую
информацию о поведении различных независимых наблюдаемых. В отличие от стати-
ческих свойств дейтрона (энергия связи, среднеквадратичный радиус, магнитный мо-
мент), его структура на малых расстояниях изучена гораздо хуже. Высокоимпульсные
компоненты в дейтронных волновых функциях отвечают области малых межнуклон-
ных расстояний (rNN < 1 Фм), где нуклоны уже заметно перекрываются и теряют свою
индивидуальность. Изучение поведения поляризационных наблюдаемых, чувствитель-
ных к спиновой структуре дейтрона на малых межнуклонных расстояниях, позволит
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получить информацию о проявлении ненуклонных степеней свободы и релятивистских
эффектах.

За последние годы был проведен ряд исследований поляризационных наблюдаемых
реакции dp-упругого рассеяния в различных областях энергий. Целью исследований яв-
ляется изучение поляризационных наблюдаемых при промежуточных и высоких энер-
гиях. Для 270 MeV были получены данные по сечению реакции, коэффициенты переда-
чи поляризации от дейтрона протону Kij, дейтронным векторной Ay и тензорным Aij

анализирующим способностям, а также поляризации Py [3]. Сечение и векторная анали-
зирующая способность хорошо описываются фаддеевскими вычислениями, основанны-
ми на новых NN-потенциалах, с использованием Таксон-Мельбурнской трехнуклонной
силы [4]. С другой стороны, тензорная анализирующая способность Aij , коэффициенты
передачи Kij и поляризация Py этими вычислениями не описываются. Также для 270
MeV были получены данные по сечению, Ay и Aij для углового диапазона в с.ц.м.[5].
Сравнение с фаддеевскими расчетами показывает хорошее согласие всех компонент
анализирующих способностей. Заметное расхождение наблюдается в сечении (30 %)
вблизи угла θ∗ = 120o.

Рис. 1. Распределение событий по углу рассеяния θ∗

С увеличением энергии все большую роль начинают играть релятивистские эффек-
ты и ненуклонные степени свободы. Другим важным аспектом является то, что ана-
лизирующие способности реакции имеют достаточно большое значение для проведения
эффективной поляриметрии в широком диапазоне энергий дейтрона. Недавно были
получены данные по анализирующим способностям Ay и Aij при 880 MeV в угловом
диапазоне 60o < θ∗ < 140o [6].

1. Эксперимент

Набор данных осуществлялся в серии экспериментов на 100 см водородной камере,
экспонированной в выведенном пучке дейтронов синхрофазотрона с энергией 2 ГэВ. Ис-
пользование пузырьковых камер примечательно тем, что наблюдение можно проводить
в условиях 4π геометрии. Характерной особенностью водородной камеры является то,
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что взаимодействие происходит только с протонами (так называемая чистая мишень).
Кроме того, камера находится в магнитном поле, что помогает проводить идентифика-
цию по массе вторичных частиц.

Рис. 2. Распределения по азимутальному углу ϕ для разных углов

Источник поляризованных дейтронов "Полярис" [7] обеспечивал дейтроны с тео-
ретическими значениями векторной и тензорной поляризаций: (Pz, Pzz) = (+2/3, 0),
(−2/3, 0) – поляризованные моды и (0, 0) – неполяризованная мода. Эти состояния че-
редовались в циклах ускорителя, соответствующие метки передавались на регистриру-
ющую аппаратуру камеры. События отбирались на просмотровых столах, измерялись
на полуавтоматах и автомате HPD в ОИЯИ. Математическая обработка проводилась
с помощью адаптированных программ THRESH [8] (геометрическая реконструкция) и
GRIND [9] (кинематическая идентификация) CERN, а также цепочки вспомогатель-
ных программ для отбора реакций и записи результатов на DST (ленту суммарных ре-
зультатов). События классифицировались по результатам программы кинематической
идентификации (GRIND) с использованием данных по оценке ионизационных потерь. В
каждый кадр пленки впечатывалась с помощью информационного табло необходимая
для последующей обработки служебная информация. В частности, при работе в пучке
поляризованных дейтронов, впечатывалась в закодированном виде приходившая в каж-
дом цикле ускорения с источника поляризованных частиц "ПОЛЯРИС" информация
о состоянии поляризации. В нашем случае – векторной. Эта информация сохранялась
для каждого события и на DST.

Дейтронная поляризация вычислялась из анализа азимутальной асимметрии нук-
лонов отдачи при квазисвободном рассеянии на протонной мишени. Анализ проводил-
ся как для всех событий, так и для событий в области малых переданных импуль-
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сов (k < 0.065 GeV/c), т.к. в последней дейтронная и нуклонная векторные поляриза-
ции приблизительно равны. Полученное значение дейтронной поляризации равнялось
P d

z = 0.488 ± 0.061 [10].

2. Обработка данных

Значения для векторной анализирующей способности Ay находились путем обработ-
ки событий, соответствующих разным состояниям поляризации пучка дейтронов (таким
состояниям соответствуют моды поляризации 1 и 2). Распределение по углу рассеяния
θ∗ в системе центра масс представлено на рис. 1.

Рис. 3. Распределение величины R по азимутальному углу ϕ

для значений угла рассеяния 12o < θ < 14o

Рабочая часть спектра разбивалась на последовательные интервалы (бины). Чис-
ло событий в каждом интервале нормировалось на ширину последнего. Для каждого
интервала было построено распределение по азимутальному углу ϕ. Для малых углов
рассеяния θ∗ существенны потери событий (рис. 2), обусловленные тем, что на стадии
просмотра треки протонов отдачи с импульсами меньше 80 МэВ/с уже не видны в ка-
мере. Кроме того, имеют место азимутальные потери, связанные с оптикой камеры [11].
В этой области исключались интервалы, соответствующие потерянным событиям. Ис-
ключение по интервалам проводилось симметрично относительно значений ϕ = 0o и
ϕ = 180o. Оставшиеся события использовались для вычисления дифференциального
сечения и анализирующей способности.

Для каждого выбранного интервала по углу производилось вычисление величины R:

R =
N1 −N2

N1 +N2

, (1)

гдеN1 иN2 – числа событий для значений спиновых мод 1 и 2 соответственно. Аппрокси-
мация полученных данных производилась функцией вида p0+p1 sin(ϕ). На рис. 3, в каче-



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21 118

стве примера, приведено распределение по азимутальному углу для углов 12o < θ∗ < 14o

в с.ц.м.

Для каждого интервала распределения по θ∗ были получены значения парамет-
ров p0 и p1 аппроксимирующей функции p0 + p1 sin(ϕ) . Параметр p0 имеет смысл так
называемой фальшивой асимметрии. Оценочное значение фальшивой асимметрии, по-
лученное аппроксимированием значений параметра p0, не превышает 5% и составляет
p0 = −0.025±0.014. Параметр p1 связан с анализирующей способностью y выражением:

Ay =
2

3

p1

py
, (2)

где векторная поляризация пучка py = 0.488 ± 0.061 [11].

Рис. 4. Анализирующая способность Ay реакции dp-упругого рассеяния при энергии 2 ГэВ.
Сплошные символы – результаты данного эксперимента, открытые – данные, полученные

в ANL [12]. Линия – результаты расчетов в рамках модели многократного рассеяния [13]

Полученные значения для векторной анализирующей способности y представлены
на рис. 4. Они с достаточной точностью согласуются с данными, полученными в ANL
[12], и с расчетами теории [13].

Для вычисления сечения реакции dp-упругого рассеяния использовались события,
полученные как с поляризованных, так и неполяризованных пучков дейтронов. Прово-
дился анализ распределения по косинусу угла рассеяния θ∗ в системе центра масс. Для
каждого интервала ∆θ∗ брался соответствующий интервал ∆ cos θ∗ (рис. 5,6). Затем
проводилась нормировка на ширину интервала ∆ cos θ∗. Сечение реакции вычислялось
по формуле:

dσ

dΩ
=

1

2π
N(cos θ∗)

A

∆ cos θ∗
, (3)
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где A = 0.0003342 ± 0.0000007 [мб/событие] – миллибарн-эквивалент события [14],
∆ cos θ∗ – ширина интервала в распределении числа событий по косинусу угла рас-
сеяния θ∗.

Рис. 5. Распределение событий Рис. 6. Распределение событий по cos θ∗

по углу рассеяния θ∗

С увеличением угла рассеяния θ∗ уменьшается отклонение от изотропии. При θ∗ >
20o распределение становится изотропным. В распределении по азимутальному углу ϕ
исключались бины, соответствующие потерянным событиям. Исключение проводилось
в тех же пределах, что и при вычислении анализирующей способности Ay.

Рис. 7. Дифференциальные сечения в с.ц.м. Сплошные символы – результаты данного

эксперимента, открытые символы – данные работы [15], сплошная линия – результаты

теоретических расчетов [13]

Полученные значения сечения реакции в зависимости от угла θ∗ сравнивались с



НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21 120

мировыми данными [15], а также с теоретическими расчетами, выполненными в рамках
релятивистской модели многократного рассеяния и, как видно из рис. 7, находятся в
хорошем согласии.

Заключение

Получены значения по векторной анализирующей способности и сечению реакции
упругого dp-рассеяния при энергии 2 ГэВ в угловом диапазоне 10o < θ∗ < 34o в с.ц.м.
Проведено сравнение с мировыми данными и с теоретическими расчетами, выполнен-
ными в рамках релятивистской модели многократного рассеяния. Выявлено хорошее
согласие теоретических и экспериментальных значений.
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DIFFERENTIAL CROSS SECTION
AND VECTOR ANALYZING POWER

IN D-P ELASTIC SCATTERING AT 2.0 GeV
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Abstract. The results of measurements as well as handling procedure for the data on the angular
dependence of the vector analyzing powers Ay and differential cross section for dp-elastic scattering
at Ed = 2 GeV are reported. The obtained data are in good agreement with the existing data and
theoretical calculations made in the framework of the relativistic multiple scattering model.

Key words: elastic dp-scattering, differential cross-section, analysis possibility.
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ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МНОГОПРОЛЁТНОГО РОТОРА
НА НЕЛИНЕЙНЫХ ОПОРАХ

С.В. Филипковский

Институт проблем машиностроения НАН Украины,

ул. Дм.Пожарского, 2/10, Харьков, 61046, Украина, e-mail: svfil@ipmach.kharkov.ua

Аннотация. Построена модель колебаний несимметричного многодискового ротора на
трёх подшипниках с кубической нелинейностью жёсткости. Учтены гироскопические момен-
ты, упругость и распределённая масса вала. Эта модель состоит из системы обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка. К исследованию системы применён метод
нелинейных нормальных форм Шоу-Пьера. Получены формы колебаний вала с дисками и
фазовые траектории системы. Исследованы амплитудно-частотные характеристики системы.
Построены скелетные кривые колебаний однопролётного и многопролётного роторов на опорах
с нелинейными свойствами.

Ключевые слова: ротор, нелинейные опоры, метод нелинейных нормальных форм, фа-

зовые траектории, скелетные кривые.

Введение

Многие приборы и агрегаты летательных аппаратов содержат быстровращающиеся
роторы, у которых на одном валу закреплено несколько дисков. В середине пролёта
таких роторов могут быть дополнительные подшипники. Эти подшипники, как прави-
ло, являются нелинейными опорами. Требование снижения веса и вибрации агрегатов
приводит к необходимости повышения точности расчёта амплитудно-частотных харак-
теристик таких систем при эксплуатации.

Поперечные колебания валов с дисками в линейной постановке с учётом гироскопи-
ческих моментов, внешнего и внутреннего трения исследованы Ф.М. Диментбергом [1].
Различные модели вибрации роторов рассмотрены в книге А. Тондла [2]. Е.Г. Голоско-
ков исследовал квазипериодическое движение ротора [3]. К. Пьерр и С. Шоу разработа-
ли метод нелинейных нормальных форм (ННФ) для исследования колебаний системы
с нелинейным упругим элементом [4]. ННФ колебаний вращающегося вала в подшип-
никах скольжения исследованы в статье [5]. К.В. Аврамовым и К. Пьерром с помощью
метода ННФ рассмотрены колебания систем с гироскопическими силами [6]. В статье
[7] исследованы собственные колебания ротора с учётом нелинейных жесткости и демп-
фирования опор.

Целью настоящей работы является исследование динамики упругого многодисково-
го ротора на трёх нелинейных опорах.
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1. Уравнения движения системы

Расчётная модель рассматриваемой системы показана на рис. 1. Начало координат
располагаем в сечении опоры A. Длина вала – l, расстояние от опоры A до промежу-
точной опоры C обозначим lc, до k-го диска – lk. Перемещения сечений вала по направ-
лениям координатных осей обозначим ux, uy. Углы поворота сечения вала обозначим
θ1, θ2, θ3. Угловые скорости сечений вала ωx, ωy, ωz связаны с углами поворота извест-
ными кинематическими соотношениями [6]. Представим зависимости углов поворота от
прогибов вала следующим образом:

θ1 = −∂uy

∂z
, θ2 =

∂ux

∂z
.

Кинетическая энергия вала TB системы имеет вид

TB =
ρI

2

[
∫ l

0

(u̇′x)
2
dz +

∫ l

0

(

u̇′y
)2
dz

]

+ ρIω2l −

− 2ρIω

∫ l

0

u̇′xu
′
ydz +

ρS

2

∫ l

0

[

(u̇x)
2 + (u̇y)

2] dz ,

где ρ – плотность материала вала, I – момент инерции сечения вала, S – площадь
сечения вала, ω = ωz – угловая скорость ротора.

a) b)

Рис. 1. Расчётная схема ротора

Кинетическая энергия диска T следующим образом:

T =
I1
2

[

(u̇′x)
2
z=l1

+
(

u̇′y
)2

z=l1

]

+
I0
2
ω2 − I0ω (u̇′x)z=l1

(

u′y
)

z=l1
+
m0

2

[

(u̇x)
2
z=l1

+ (u̇y)
2
z=l1

]

,

где I1 – экваториальный момент инерции диска, I0 – полярный момент инерции диска,
m0 – масса диска.

Запишем формулу потенциальной энергии вала

ΠB =
EI

2

∫ l

0

[

(u′′x)
2
+
(

u′′y
)2
]

dz ,
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где E – модуль упругости материала вала. Потенциальная энергия деформации под-
шипников ΠΠ запишется в форме

Π
Π

=
K1

2

(

u2
xA + u2

yA + u2
xB + u2

yB + u2
xC + u2

yC

)

+
K3

4

(

u4
xA + u4

yA + u4
xB + u4

yB + u4
xC + u4

yC

)

,

где K1, K3 – коэффициенты жёсткости опор. Примем, что реакции опор имеют куби-
ческую нелинейность. В частности, реакция промежуточной опоры будет

RxC = K1uxC +K3u
3
xC ,

RyC = K1uyC +K3u
3
yC ,

где RxC , RyC – проекции реакции на оси x, y.
Перемещение опорного сечения вала в промежуточной опоре можно выразить как

сумму перемещений соответствующей точки недеформируемой оси вала и прогиба вала
в этом сечении, как показано на рис.1а.

uxC = uxc0 + uxc1 , uyC = uyc0 + uyc1 .

Перемещения опорного сечения недеформируемой оси вала uxc0, uyc0 выражаются через
перемещения крайних опор

uxc0 = uxA (1 − lc/l) + uxB (lc/l) ,

uyc0 = uyA (1 − lc/l) + uyB (lc/l) .

Определим перемещения вала [5]

ux (z, t) =

N
∑

n=1

Ux,n (t) sin
nπz

l
+ Ux, N+1 (t)

z

l
+ Ux, N+2 (t)

l − z

l
,

uy (z, t) =
N
∑

n=1

Uy,n (t) sin
nπz

l
+ Uy, N+1 (t)

z

l
+ Uy, N+2 (t)

l − z

l
, (1)

где Ux,n (t), Uy,n (t) – обобщённые перемещения; N – количество координатных функций
вала; N + 1, N + 2 – номера функций, соответствующие перемещениям крайних опор.
Для перемещений промежуточной опоры формулы (1) примут вид

uxC =
N
∑

n=1

Ux,n (t) sin
nπlc
l

+ Ux, N+1 (t)
lc
l

+ Ux, N+2 (t)
l − lc
l

,

uyC =
N
∑

n=1

Uy,n (t) sin
nπlc
l

+ Uy, N+1 (t)
lc
l

+ Uy, N+2 (t)
l − lc
l

, (2)
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Соотношения (1) и (2) вводятся в кинетическую и потенциальную энергии. Тогда
кинетическая и потенциальная энергии системы будут выражены через обобщённые
скорости и обобщённые перемещения

T = TB + TD = T
(

U̇x,1, ..., U̇x, N+2, U̇y,1, ..., U̇y, N+2

)

,

Π = ΠB + ΠΠ = Π (Ux,1, ..., Ux, N+2, Uy,1, ..., Uy, N+2) .

Составим матричное уравнение движения в виде уравнений Лагранжа второго рода. В
результате получим

[M ]
{

Ü
}

+ [G]
{

U̇
}

+ [K] {U} +
[⌢

K
]

{

U3
}

+
[

K̆
]

{

U2
µUν

}

+
[

K̃
]

{UλUµUν} = 0 , (3)

где [K] – матрица жесткости, [G] – гироскопическая матрица, [M ] – матрица масс,

{U} – вектор перемещений,
[⌢

K
]

,
[

K̆
]

,
[

K̃
]

– матрицы коэффициентов при нелинейных

произведениях перемещений, λ, µ, ν = 1, 2N + 4. В нечётных строках вектора {U} за-
пишем обобщенные перемещения по оси x, в чётных – по оси y так, чтобы перемещения
опорных сечений были в последних строках:

{U} =
[

U1 U2 ... U2N+1 U2N+2 U2N+3 U2N+4

]T
.

Количество нелинейных произведений перемещений вида U2
µUν в каждом из урав-

нений, входящих в систему (3), равно (N + 2) · (N + 1) = N2 +3N +2. В полной системе
уравнений (3) такие произведения есть в уравнениях движения по двум координатным

направлениям, поэтому размерность матрицы
[

K̆
]

равна (2N + 4) × (2N2 + 6N + 4).

Размерность остальных матриц – (2N + 4) × (2N + 4).
Компоненты матриц линейных членов (3) имеют следующий вид:

K2n−1,2n−1 = K2n,2n = K1 sin2 nπlc
l

+
EIn2π4

2l3
,

K2n−1,2m−1 = K2n,2m = K1 sin
nπlc
l

sin
mπlc
l

,

K2n−1,2N+1 = K2n,2N+2 = K2N+1,2n−1 = K2N+2,2n = K1

(

1 − lc
l

)

sin
nπlc
l

,

K2n−1,2N+3 = K2n,2N+4 = K2N+3,2n−1 = K2N+4,2n = K1

(

lc
l

)

sin
nπlc
l

,

K2N+3,2N+3 = K2N+4,2N+4 = K1 +K1

(

lc
l

)2

,

K2N+1,2N+1 = K2N+2,2N+2 = K1 +K1

(

1 − lc
l

)2

,
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K2N+3,2N+3 = K2N+4,2N+4 = K1 +K1

(

lc
l

)2

,

K2N+1,2N+3 = K2N+4,2N+2 = K1

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

,

G2n,2m−1 =
I0ωnmπ

2

l2
cos

nπlk
l

cos
mπlk
l

,

G2n,2n−1 =
ρIωn2π2

l
+
I0ωn

2π2

l2
cos2 nπlk

l
,

G2N+1,2m = G2N+4,2m−1 = G2n−1,2N+2 = G2n,2N+3 =
I0ωmπ

l2
cos

mπlk
l

,

G2N+1,2N+2 = G2N+2,2N+3 = G2N+4,2N+1 = G2N+3,2N+4 =
2ρIω

l
+
I0ω

l2
,

M2n−1,2m−1 = M2n,2m = m0 sin
nπlk
l

sin
mπlk
l

+
I1nmπ

2

l2
cos

nπlk
l

cos
mπlk
l

,

M2n−1,2n−1 = M2n,2n =
ρSl

2
+
n2π2ρI

2l
+
I1n

2π2

l2
cos2 nπlk

l
,

M2N+1,2m−1 = M2N+2,2m =
−ρSl (−1)m

mπ
+
m0lk
l

sin
mπlk
l

+
I1mπ

l2
cos

nπlk
l

,

M2N+1,2N+1 = M2N+2,2N+2 =
ρSl

3
+
ρI

l
+
m0l

2
k

l2
+
I1
l2
,

M2N+1,2N+3 = M2N+2,2N+4 = M2N+3,2N+1 =

=
−ρSl (−1)m

mπ
+
m0lk
l

sin
mπlk
l

+
I1mπ

l2
cos

nπlk
l

,

M2N+3,2N+3 = M2N+4,2N+4 =
ρSl

3
+
ρI

l
+
m0 (l − lk)

2

l2
+
I1
l2
,

где n = 1, N , m = 1, N , n 6= m. Остальные компоненты матриц равны нулю. Матрицы
[K] и [M ] – симметричные, матрица [G] – кососимметричная.

Компоненты матрицы
[⌢

K
]

имеют следующий вид:

⌢

K2n−1,2n−1=
⌢

K2n,2n= K3 · sin4 nπlc
l

,
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⌢

K2n−1,2m−1=
⌢

K2n,2m= K3 sin
nπlc
l

· sin3 mπlc
l

⌢

K2n−1, 2N+1 =
⌢

K2n, 2N+2= K3

(

1 − lc
l

)3

sin
nπlc
l

,

⌢

K2n−1, 2N+3 =
⌢

K2n, 2N+4= K3

(

lc
l

)3

sin
nπlc
l

,

⌢

K2N+1,2n−1 =
⌢

K2N+2,2n= K3

(

1 − lc
l

)

sin3 nπlc
l

,

⌢

K2N+3,2n−1 =
⌢

K2N+4,2n= K3

(

lc
l

)

sin3 nπlc
l

.

⌢

K2N+1, 2N+1 =
⌢

K2N+2, 2N+2= K3 +K3

(

1 − lc
l

)4

,

⌢

K2N+3, 2N+3 =
⌢

K2N+4, 2N+4= K3 +K3

(

lc
l

)4

,

⌢

K2N+1, 2N+3 =
⌢

K2N+2, 2N+4= K3

(

lc
l

)3(

1 − lc
l

)

,

⌢

K2N+3, 2N+1 =
⌢

K2N+4, 2N+2= K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)3

.

Нелинейные произведения координат могут быть расположены в строках векторов
{

U2
µUν

}

и {UλUµUν} в том или ином порядке. Этот порядок определяет расположе-

ние компонент в матрицах
[

K̆
]

и
[

K̃
]

. Компоненты матрицы
[

K̆
]

, которые в уравне-

нии 2n − 1 системы (3) умножаются на произведения перемещений по оси x – U2
µUν ,

U2
µU2N+1, U

2
µU2N+3, U

2
2N+1Uµ, U2

2N+3Uµ, U
2
2N+1U2N+3, U

2
2N+3U2N+1, (µ, ν = 1, 3, 2N − 1),

имеют соответственно вид

K̆2n−1,m = 3K3 sin
nπlc
l

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

1 − lc
l

)

sin
nπlc
l

sin2 [(µ+ 1) /2]πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)

sin
nπlc
l

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

1 − lc
l

)2

sin
nπlc
l

sin
[(µ+ 1) /2]πlc

l
,
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K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)2

sin
nπlc
l

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
.

Для строки 2N + 1 аналогичные компоненты матрицы
[

K̆
]

имеют вид

K̆2n−1,m = 3K3

(

1 − lc
l

)

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
sin2 [(µ+ 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

1 − lc
l

)2

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

1 − lc
l

)3

sin
[(µ+ 1) /2]πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)2(

1 − lc
l

)

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)3

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)2(

1 − lc
l

)2

.

Для строки 2N + 3 аналогичные компоненты матрицы
[

K̆
]

имеют вид:

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)

sin
[(ν + 1) /2]πlc

l
sin2 [(µ+ 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)2

sin2 [(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)2

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)3

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
,

K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)2(

1 − lc
l

)2

,
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K̆2n−1,m = 3K3

(

lc
l

)3(

1 − lc
l

)

.

Компоненты матрицы
[

K̃
]

, которые в уравнении 2n − 1 системы (3) умножаются на

произведения перемещений по оси x UµUνUA, UµUνUB, UµUAUB, соответственно имеют
вид

K̃2n−1,m = 6K3

(

1 − lc
l

)

sin
nπlc
l

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)

sin
nπlc
l

sin
[(ν + 1) /2]πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2]πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

sin
nπlc
l

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l

Для строки 2N + 1 аналогичные компоненты матрицы
[

K̃
]

имеют вид

K̃2n−1,m = 6K3

(

1 − lc
l

)2

sin
[(ν + 1) /2]πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2]πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)2

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
.

Для строки 2N + 3 аналогичные компоненты матрицы
[

K̃
]

имеют вид

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)(

1 − lc
l

)

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)2

sin
[(ν + 1) /2] πlc

l
sin

[(µ+ 1) /2] πlc
l

,

K̃2n−1,m = 6K3

(

lc
l

)2(

1 − lc
l

)

sin
[(µ+ 1) /2] πlc

l
.

Такие же компоненты матриц
[

K̆
]

и
[

K̃
]

расположены в строках, которые умножаются

на нелинейные произведения перемещений по оси y. Умножив (3) на [M ]−1 получим
{

Ü
}

+ [G′]
{

U̇
}

+ [K ′] {U} +
[⌢

K
′]
{

U3
}

+
[

K̆ ′
]

{

U2
µUν

}

+
[

K̃ ′
]

{UλUµUν} = 0 .
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2. Нелинейные нормальные формы колебаний

ННФ дают возможность упростить без потери точности и наглядности решения
задач нелинейной динамики. Основа этого метода заключается в том, что система N
нелинейных дифференциальных уравнений заменяется одним уравнением.

Принимаем, что при движении по ННФ обобщённые координаты изменяются син-
хронно. Тогда все фазовые координаты можно выразить через одну, выбранную произ-
вольно, пару фазовых координат, которая имеет номер J [7]: p – перемещение и q = ṗ –
скорость. Представим ННФ в следующем виде:

{

U
V

}

= [γ]

{

p
q

}

,

где V = U̇ – обобщённые скорости, [γ] – матрица коэффициентов разложения переме-
щений и скоростей в степенной ряд по фазовым координатам. Тогда

pn (p, q) = γn,1p+ γn,2q + γn,3p
2 + γn,4pq + γn,5q

2 + γn,6p
3 +

+ γn,7p
2q + γn,8pq

2 + γn,9q
3 + γn,5q

2 + γn,6p
3 + γn,7p

2q + γn,8pq
2 + γn,9q

3 ,

qn (p, q) = γ2N+4+n,1p+ γ2N+4+n,2q + γ2N+4+n,3p
2 + γ2N+4+n,4pq +

+ γ2N+4+n,5q
2 + γ2N+4+n,6p

3 + γ2N+4+n,7p
2q + γ2N+4+n,8pq

2 + γ2N+4+n,9q
3 , (4)

где n = 1, ..., J − 1, J + 1, ..., 2N + 4 – номера степеней свободы.
Определим коэффициенты линейной части (4). Согласно работе [6]

γn,1 =
ςnδ2N+5 − ς2N+5δn
ς1δ2N+5 − ς2N+5δ1

,

γn,2 =
ς1δn − ςnδ1

ς1δ2N+5 − ς2N+5δ1
,

где ς и δ – действительная и мнимая части собственных векторов линейной части си-

стемы (3), n = 1, 2N + 4.
Дифференцируя (4), получим

ṗn (p, q) =
∂pn (p, q)

∂p
ṗ+

∂pn (p, q)

∂q
q̇ ,

q̇n (p, q) =
∂qn (p, q)

∂p
ṗ+

∂qn (p, q)

∂q
q̇ . (5)

Обозначим

{q̇j} = −
(

[G′] {qj} + [K ′] {pj} +
[⌢

K
′]
{

p3
j

}

+
[

K̆ ′
]

{

p2
jpm

}

+
[

K̃ ′
]

{pjpmpn}
)

=
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= {Wj ({p} , {q})} , (6)

где j – номер формы. Подставив (6) в (5) и сохраняя слагаемые не выше третьей степени
относительно p и q, получим

ṗj,n = qj,n =
∂pj,n

∂pj,1
qj,1 +

∂pj,n

∂qj,1
Wj,1 (pj,1, qj,1) ,

q̇j,n = Wj,n (pj,1, qj,1) =
∂qj,n
∂pj,1

qj,1 +
∂qj,n
∂qj,1

Wj,1 (pj,1, qj,1) .

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях pµqν , мы приходим к системе ли-
нейных алгебраических уравнений относительно компонент матрицы [γ]. В результате
решения этой системы получим ННФ.

Построенную ННФ (4) вводим в первое уравнение системы (6). В результате получим
одно обыкновенное дифференциальное уравнение, описывающее движение по ННФ

q̇ +B1q +B2p+B3p
3 +B4p

2q +B5pq
2 +B6q

3 = 0 , (7)

где

B1 =
2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,2 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,2 ,

B2 =

2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,1 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,1 ,

B3 =

2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,6 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,6 +

2N+4
∑

n=1

⌢

K
′

J,n γ
3
n,1 +

+
2N2+6N+4
∑

n=1

K̆ ′
J,nγ

2
µ,1γν,1 +

2N+4
∑

n=1

K̃ ′
J,nγλ,1γµ,1γν,1 ,

B4 =
2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,7 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,7 +

2N+4
∑

n=1

3
⌢

K
′

J,n γ
2
n,1γn,2 +

+

2N2+6N+4
∑

n=1

K̆ ′
J,n

(

γ2
µ,1γν,2 + 2γν,1γµ,1γµ,2

)

+

+
2N+4
∑

n=1

K̃ ′
J,n (γλ,1γµ,1γν,2 + γλ,1γµ,2γν,1 + γλ,2γµ,1γν,1) ,

B5 =
2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,8 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,8 +

2N+4
∑

n=1

3
⌢

K
′

J,n γ
2
n,2γn,1 +
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+
2N2+6N+4
∑

n=1

K̆ ′
J,n

(

γ2
µ,2γν,1 + 2γν,2γµ,1γµ,2

)

+

+

2N+4
∑

n=1

K̃ ′
J,n (γλ,1γµ,2γν,2 + γλ,2γµ,2γν,1 + γλ,2γµ,1γν,2) ,

B6 =
2N+4
∑

n=1

G′
J,nγ2N+4+n,9 +

2N+4
∑

n=1

K ′
J,nγn,9 +

2N+4
∑

n=1

⌢

K
′

J,n γ
3
n,2 +

+
2N2+6N+4
∑

n=1

K̆ ′
J,nγ

2
µ,2γν,2 +

2N+4
∑

n=1

K̃ ′
J,nγλ,2γµ,2γν,2 .

Значения индексов λ, µ, ν зависят от построения векторов
{

U2
µUν

}

и {UλUµUν}. Посколь-
ку мы приняли кубическую нелинейность, квадратичные члены в (7) отсутствуют.

3. Численный анализ колебаний

На рис. 2 изображена ННФ колебаний ротора на нелинейных опорах со следующими
параметрами: l = 1 м, l1 = 0,25 м, lc = 0,50 м, l2 = 0,75 м, диаметр вала d = 0,02 м, m0

= 10 кг, I1 = 0,1 кг·м2, I0 = 0,2 кг·м2, ω = 628,3 рад/с. Коэффициенты жесткости опор:
K1 = 100 Н/м, K3 = 10 Н/м3.

Рис. 2. ННФ трёхопорного ротора

Проверка правильности построения ННФ выполнена численным интегрированием
полной системы уравнений движения (3) при задании начальной точки фазой траекто-
рии на поверхности нормальной моды. Фазовая траектория лежит на ННФ, как пока-
зано на рис. 2 жирной линией.



133 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2010. №23(94). Вып. 21

Для исследования амплитудно-частотных характеристик этих колебаний применён
метод гармонического баланса [8]. На рис. 3 показаны скелетные кривые ротора на двух
опорах (линия 1) и с дополнительной опорой (линия 2).

Рис. 3. Скелетные кривые ротора

Заключение

Разработана методика исследования нелинейных колебаний многопролётного упру-
гого ротора с распределённой массой и дисками. Построены нелинейные нормальные
формы и фазовые траектории системы на двух нелинейных опорах и с дополнительной
нелинейной опорой. Исследованы скелетные кривые системы с учётом распределённой
массы вала и масс и моментов инерции дисков. Влияние промежуточной опоры заклю-
чается в увеличении жёсткости и резонансных частот системы.
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MULTISPAN ROTOR TRANSVERSE OSCILLATIONS
ON NONLINEAR BEARINGS

S.V. Filipkovsky

A.N. Podgorny Institute for Mechanical Engineering Problems National Academy of Science of Ukraine,

Pozarsky St., 2/10, Kharkov, 61046, Ukraine, e-mail: svfil@ipmach.kharkov.ua

Abstract. Oscillations of the asymmetrical rotor which is placed on three bearings is studied.

The mathematical model takes into account the cubic nonlinearity of rigidity. Gyroscopic torques,

elasticity and the distributed mass of shaft are also taken into account. The model is reduced to

the system of ordinary differential second-kind equations. The method of nonlinear normal modes

of Shaw and Pierre is applied to study the system. Forms of disk oscillations and phase trajectories

are obtained. The system amplitude-frequency response is investigated. The backbone curves of

nonlinear oscillations of the single-slope and multispan rotors are constructed.

Key words: rotor, nonlinear bearings, nonlinear normal modes method, phase trajectories,

backbone curves.
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ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ

ИСПРАВЛЕНИЯ К СТАТЬЕ
«УСРЕДНЕННЫЕ МОДЕЛИ ДИФФУЗИИ И КОНВЕКЦИИ ПРИМЕСЕЙ

В АБСОЛЮТНО ТВЕРДЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ»

Св.А. Гриценко, А.М. Мейрманов

Белгородский государственный университет,

ул. Победы, 85, Белгород, 308015, Россия, e-mail: sgritsenko@bsu.edu.ru.

В предлагаемом сообщении приведено исправление допущенных авторами опеча-
ток в статье, указанной в заголовке, опубликованной в журнале «Научные ведомости
Белгородского государственного университета».– 2009. – 13(68);17/2.

В этой статье на стр. 84 в формуле (12) Γ следует заменить на Γε, Ω – заменить на
Ωε, правильный вариант такой:

u(x, t) = 0 при x ∈ Γε, u(x, 0) = 0 при x ∈ Ωε . (12)

На стр. 85 в формуле (20) S следует заменить на Γε, правильный вариант такой:

u∗
h(x, t) = 0 при x ∈ Γε, u∗

h(x, 0) = 0 . (20)

На стр. 86 в следствии 1 обозначение L3 следует заменить на L2, то есть правильный
вариант:

Пусть последовательность {ϕε} ⊂ L2(ΩT ) . . . .

CORRIGENDUM OF
«AVERAGED MODELS OF IMPURITY DIFFUSION

AND ITS CONVECTION
IN ABSOLUTE SOLID POROUS MEDIA»

Sv.A. Gritsenko, A.M.Meyermanov

Belgorod State University,

Pobedy St., 85, Belgorod, 308015, Russia, e-mail: sgritsenko@bsu.edu.ru
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ИНФОРМАЦИЯ ДЛЯ АВТОРОВ

Журнал «Научные ведомости БелГУ. Серия: Математика, Физика» выходит четыре
раза в год. Два выпуска журнала посвящены чисто математическим работам и два –
работам по физике и прикладной математике.

Редколлегия журнала принимает от авторов рукописи статей, написанные на рус-
ском или на английском языках, по различным разделам математики и физики. Содер-
жание статей может содержать как результаты оригинальных исследований автора (ов),
так и представлять собой обзор по выбранной автором (ами) теме.

Статья должна быть написана с достаточной степенью подробности и с таким расчё-
том, чтобы быть понятной не только узким специалистам по выбранному автором (ами)
направлению исследований, но более широкому кругу математиков и(или) физиков. Ни
в коем случае рукопись не должна представлять собой краткий отчёт о проведенных
исследованиях, написанный в виде краткого сообщения, не содержащий описания поста-
новки задачи (условий проведения эксперимента, если это экспериментальная работа по
физике). В связи с этим, рукопись должна быть структурирована — разделена на разде-
лы, представляющие отдельные смысловые единицы текста. В любом случае, рукопись
должна содержать введение и заключение. Разделы должны быть пронумерованы и
иметь заголовки.

Во введении должны быть описаны: проблема, которой посвящена рукопись, опреде-
лено место этой проблемы в общем объёме физико-математического знания, представ-
лены краткая история вопроса и полученный автором (ами) результат. В заключении
работы должна быть дана характеристика полученного результата с указанием его зна-
чения для дальнейшего развития темы исследования.

Те же самые требования к введению и заключению предъявляются и для обзорной
статьи, с той лишь разницей, что их содержание должно быть посвящено описанию всей
совокупности результатов, отражающих состояние выбранной автором области иссле-
дований, и сам текст должен быть написан с большей степенью подробности.

Возможна также публикация статьи, носящей методический характер. Но в этом
случае решение о возможности публикации такой рукописи принимается редколлегией
отдельно.

Рукопись должна быть оформлена в соответствии с традициями написания, соответ-
ственно, математических и физических текстов. В частности, в математических текстах
должны быть чётко выделены такие структурные единицы, как формулировки опре-
делений, теорем и лемм, следствий и замечаний, отмечены начала и окончания доказа-
тельств.

Полный объём рукописи, которая представляет собой оригинальное исследование,
не должен превышать 20 страниц формата A4. Она должна быть написана шрифтом
14pt через два интервала. Объём обзорной статьи необходимо заранее оговорить с ред-
коллегией журнала.

После подготовки одним из членов редколлегии заключения о соответствии руко-
писи нормам журнала "Научные ведомости"она рассматривается на общем собрании
редколлегии. В отдельных случаях редколлегией может быть принято решение о более
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тщательном изучении рукописи внешним (не входящем в состав редколлегии журнала)
рецензентом. Редколлегия оставляет за собой право на мелкие стилистические исправ-
ления текста рукописи после принятия решения о её публикации.

В редакцию присылаются следующие файлы:

1) основная содержательная часть, представляемая на русском или английском язы-
ках. При этом название статьи должно состоять не более чем из 20 слов.

2) номер УДК того научного направления, которому посвящена статья;
3) список авторов с указанием порядка их размещения при публикации статьи;
4) аннотация на русском языке; её объём не должен превышать 10-12 строк, напи-

санных шрифтом 12pt;
5) список ключевых слов (не более 10-12);
6) текст перевода заголовка статьи, аннотации и ключевых слов на английском язы-

ке;
7) список литературных источников, на которые имеются ссылки в тексте рукописи;
8) данные об авторах статьи с указанием места их работы, точного почтового ад-

реса и занимаемой должности. Должны быть указаны адреса электронной почты. Эти
данные необходимо представить также на английском языке. Кроме того, должна быть
дана латинская транскрипция фамилий авторов. Соответственно, для статей на англий-
ском языке должна быть дана транскрипция фамилий авторов кириллицей;

9) списка подписей к рисункам, если они имеются в рукописи.
В редакцию присылается электронный вариант рукописи. Он должен быть подго-

товлен в редакторе LaТеХ (LaTeX2e, AMSLaTeX). При этом нужно также прислать
файл с pdf-копией рукописи для того, чтобы редакция имела возможность сравнения
его с авторским оригиналом при редактировании.

Особое внимание должно быть уделено рисункам, если они имеются в рукописи. Они
должны быть качественно оформлены и приготовлены в виде отдельных электронных
файлов в формате "ps"(можно также присылать файлы рисунков в формате "eps", но
при этом нужно проследить, чтобы они были приготовлены в "векторном формате",
то есть так, чтобы их можно было транслировать в формат "ps"). Файлы рисунков
необходимо пронумеровать в соответствии со списком подписей к рисункам (см. п.7).

Внимание!
1. На представляемых в электронном формате рисунках не следует наносить те ком-

ментирующие их подписи, которые присылаются в редколлегию отдельным списком.
2. Если в тексте работы есть таблицы, то их следует формировать на основе про-

граммы LaTeX и ни в коем случае не оформлять в виде рисунков.

Обращаем внимание авторов на то, что список литературы должен быть оформ-
лен строго в соответствии с существующим ГОСТом. При этом нужно обратить особое
внимание на то, чтобы были указаны полные названия журнальных статей и статей
в сборниках, на которые есть ссылки в тексте рукописи, а также указаны не только
начальные страницы этих статей, но обязательно также и конечные. Каждая из моно-
графий в списке цитируемой литературы обязательно должна быть дана с указанием
полного числа страниц.
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Особые требования к электронному набору в редакторе LaTeX (LaTeX, AMS
LaTeX) следующие:

1) нельзя использовать вводимые авторами новые нестандартные команды;
2) выключные формулы должны быть пронумерованы в порядке их появления в

рукописи в том случае, если на них есть ссылки в тексте. При использовании режима
equation для набора выключных формул обязательно употребление для их нумерации
соответствующих номеров формул в тексте. Допускается применение для меток формул
цифр, снабжённых штрихами (или цифр совместно с буквами латинского алфавита).
Однако этим нужно пользоваться только в случае крайней необходимости с целью более
точной передачи смысла текста;

3) в случае, если в статье имеются разделы в виде приложений в конце основного
текста работы, нумерация содержащихся в них выключных формул может быть незави-
симой от нумерации основного текста. При этом в приложениях рекомендуется употреб-
ление двойной нумерации, в которой первый символ может быть прописной буквой или
номером приложения. Каждый из разделов-приложений начинается словом ПРИЛО-
ЖЕНИЕ с порядковым номером этого приложения. Это слово должно быть выровнено
по правому полю страницы. Затем следует заголовок этого приложения;

4) литературные источники в ссылках на основе команд ref или cite в электрон-
ном тексте рукописи нужно обозначать цифрами, соответствующими их порядковому
номеру появления в тексте, и ни в коем случае не использовать метки другого типа.


